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Introduction

Démonstration automatique et interactive : de nombreux formalismes logiques

@ calcul des séquents — calcul des constructions [inductives, algébriques,
.
@ complétion [close, standard, modulo, .. .]

@ résolution [ordonnée, avec sélection, .. .]

Différentes représentations des preuves mais une notion commune : certaines
preuves sont « meilleures » que d’'autres :
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Introduction

Démonstration automatique et interactive : de nombreux formalismes logiques

@ calcul des séquents — calcul des constructions [inductives, algébriques,
.
@ complétion [close, standard, modulo, .. .]

@ résolution [ordonnée, avec sélection, .. .]

Différentes représentations des preuves mais une notion commune : certaines
preuves sont « meilleures » que d’autres : preuves sans coupures
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Introduction

Démonstration automatique et interactive : de nombreux formalismes logiques
@ calcul des séquents — calcul des constructions [inductives, algébriques,
@ complétion [close, standard, modulo, ...]
@ résolution [ordonnée, avec sélection, .. .]

Différentes représentations des preuves mais une notion commune : certaines

preuves sont « meilleures » que d’autres : preuves sans coupures, preuves par
réécriture (en « vallée »)
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Introduction

Démonstration automatique et interactive : de nombreux formalismes logiques

@ calcul des séquents — calcul des constructions [inductives, algébriques,
.
@ complétion [close, standard, modulo, .. .]

@ résolution [ordonnée, avec sélection, .. .]

Différentes représentations des preuves mais une notion commune : certaines
preuves sont « meilleures » que d’autres : preuves sans coupures, preuves par
réécriture, preuves qui appliquent la résolution sur les grands atomes en
premier.
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Introduction

Démonstration automatique et interactive : de nombreux formalismes logiques
@ calcul des séquents — calcul des constructions [inductives, algébriques,
.
@ complétion [close, standard, modulo, .. .]
@ résolution [ordonnée, avec sélection, .. .]

Différentes représentations des preuves mais une notion commune : certaines
preuves sont « meilleures » que d’autres : preuves sans coupures, preuves par
réécriture, preuves qui appliquent la résolution sur les grands atomes en
premier.

Cadre des systémes canoniques abstraits (S.C.A.) introduit par
[Dershowitz et Kirchner, 2004] : la notion de bonne preuve est traduite par un

ordre sur les preuves.
poria
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Cadre le plus général et formel possible — nécessité de vérifier qu'il
correspond bien a des cas concrets.
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Introduction

Cadre le plus général et formel possible — nécessité de vérifier qu'il
correspond bien a des cas concrets.

Systemes de séquents — obligation de généraliser le cadre
Complétion : formalisme autour duquel a été construit le cadre

Preuve non détaillée dans [Bonacina et Dershowitz, 2005] pour la complétion
close

Preuve pour la complétion standard — représentation des preuves
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e Introduction

9 Présentation des S.C.A.
@ Définitions et Postulats
@ Présentation Canonique
@ Mécanismes de Déduction

e Systémes ne préservant pas les Hypothéses
@ Déduction Naturelle et Postulat D
@ Généralisation des Postulats

e Application a la Complétion
@ Présentation
@ Représentations des Preuves
@ Ordre sur les preuves
@ La Complétion Standard comme Instance des S.C.A.

© conclusion goria
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Introduction

@ Présentation des S.CA.
@ Définitions et Postulats
@ Présentation Canonique
@ Mécanismes de Déduction

Systémes ne préservant pas les Hypothéses
@ Déduction Naturelle et Postulat D
@ Généralisation des Postulats

Application a la Complétion
» Présentation
@ Représentations des Preuves
» Ordre sur les preuves
@ La Complétion Standard comme Instance des S.C.A.
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Pour les justifications : _J
Pour les présentations : 2~ ﬁ
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ThA = [PHA)q

POSTULAT A (REFLEXIVITE).

Pour toute présentation A :
A CThA
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ThA = [PH(A)|a

POSTULAT A (REFLEXIVITE).
Pour toute présentation A :
ACThA
POSTULAT B (FERMETURE).
Pour toute présentation A :
ThThA CThA
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On définit aussi une notion de sous-preuve sur P notée r>.
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POSTULAT C (TRIVIA).
Pour toute preuve p et toute formule a :

acpm=p>a
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POSTULAT C (TRIVIA).

Pour toute preuve p et toute formule a :

acpm=p>a

POSTULAT D (MONOTONIE DES HYPOTHESES DES SOUS-PREUVES).

Pour toutes preuves p et q :

p>q= [p|™™ 2 [q]""
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Postulats

POSTULAT C (TRIVIA).

Pour toute preuve p et toute formule a :

acpm=pra

POSTULAT D (MONOTONIE DES HYPOTHESES DES SOUS-PREUVES).

Pour toutes preuves p et q :

p>q= [p]"" 2 [q]""

POSTULAT E (REMPLACEMENT).

Pour toutes preuves p, g etr :

p>q>r=3vePi(p]P"Ur]™™).p>vir

v
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AL [WPH(ThA)P™
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AL [WPH(ThA)P™

WP (ThA®) C Pf(A%)

Notion de saturation

[m] =l =
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A= [UPf(ThA)P

WP (ThA®) C Pf(A%) L, e AL AR AR\ {1}

Notion de saturation Notion de (non)-redondance
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Mécanisme de déduction : ~»: 24 — 24

Limite : Aw = liminfioA; = U NA
j>0i>j
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Mécanisme de déduction : ~»: 24 — 24

Limite : Aw = liminfioA; = U NA
j>0i>j

Adéquat et sain : A~» B implique ThA =ThB
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Mécanisme de déduction : ~»: 24 — 24

Limite : Aw = liminfioA; = U NA
j>0i>j

Adéquat et sain : A~» B implique ThA =ThB
Bon : A~ B implique A~ B
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Mécanisme de déduction : ~»: 24 — 24

Limite : Aw = liminfioA; = U NA
j>0i>j

Adéquat et sain : A~» B implique ThA =ThB
Bon : A~ B implique A~ B

; . _ Al
Canonique : A, = A,
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Introduction

Présentation des S.C.A.

@ Définitions et Postulats

@ Présentation Canonique
@ Mécanismes de Déduction

e Systémes ne préservant pas les Hypothéses
@ Déduction Naturelle et Postulat D
@ Généralisation des Postulats

Application a la Complétion

@ Présentation

@ Représentations des Preuves

@ Ordre sur les preuves

@ La Complétion Standard comme Instance des S.C.A.

Conclusion
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Déduction Naturelle

Axiom :

m Ax Abstraction ( —Introduction) :

BEC L B
FEA—B oS

Application ( —Elimination) :

r’FA—B r=A
=B

App
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Déduction Naturelle

Axiom :

m Ax Abstraction ( —Introduction) :

REC L
rcA—B \PS

Application ( —Elimination) :

r’FA—B r=A
=B

App
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Plus de postulat D
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Plus de postulat D

Postulat E modifié :

POSTULAT Egen (REMPLACEMENT GENERALISE).

Pour toute preuve p, q etr :

p>q>r=3vePi([p"uU(r]P™\ [a]"™). p>vir
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ABFA
AFB — A
FA—B—A

Abs
Abs

[m] =l =
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ABFA
AFB — A
FA—B—A

Abs
Abs

[m] =l =
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ABFA A;b o
———— Abs

B—-AAFB—A
A"B—)A AbS 9 AbS

FA—B—A donne FA—B—A

[m] =l =
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ABFA ™
A|—B_,AAbs B—AAFB—A

FA-B—A S gome B SALA B A APS

AX

[m] =l =
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ABFA ™
AI—B—>AA2§ B—AAFB—A Ab
FA—=B—A " domne B—AFA—B A

AX

La preuve résultante est bien dans Pf ([p]"™ U ([r]P™\ ([q]"™\ [p]*™))).
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ABFA ™
AI—B—>AA2§ B—AAFB—A Ab
FA—B—A " domne B>AFA—B A"

AX

La preuve résultante est bien dans Pf([p]"™ U ([r]P™\ [q]"™)).
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ABFA ™
AFB_,_AAzz BAAFB A"
FA—B—A " domne B>AFA—B A"

AX

La preuve résultante est bien dans Pf(0U ({B — A,A}\ {A})).
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ABFA ™
AFB_,A'AXE BAAFB A"
FA—B—A " domne B>AFA—B A"

AX

La preuve résultante est bien dans Pf({B — A}).
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Introduction

Présentation des S.C.A.
Définitions et Postulats
Présentation Canonique
Mécanismes de Déduction

Systémes ne préservant pas les Hypothéses
Déduction Naturelle et Postulat D
Généralisation des Postulats

° Application a la Complétion
@ Présentation
@ Représentations des Preuves
@ Ordre sur les preuves
@ La Complétion Standard comme Instance des S.C.A.

Conclusion
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Application a la Complétion

Deux procédures de complétions ont été étudiées :

@ complétion close ; preuve compléte et détaillée, contrairement a celle de
[Dershowitz, 2003, Bonacina et Dershowitz, 2005]

@ complétion standard ; nécessité de comparer plusieurs représentations de
preuves
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Complétion Standard

La complétion standard a été introduite par [Knuth et Bendix, 1970]

Transforme un ensemble d’axiomes équationnels en un systéme de réécriture
confluent et terminant

Complétude démontrée pour la premiére fois par [Huet, 1980]

Peut étre représentée par des regles d'inférences, par exemple
[Bachmair, 1987]
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Termes de Preuve

Regles de Formation des Termes de Preuve

Congruence :

TG @ tg —>ti

[Meseguer, 1992]
Transitivité :

T © th—t), T t—ts

T . th—13

f(Ta,...,Th) (f(t,... . th) —F(t],... )

Remplacement :

) T, Th @ty —t3
n

Symeétrie :

£ (9(X1,.--%n),d(X1,...,%)) €E EUR

TG @ty —)ti

.t —ts

T th—t wl it

Ay, .. Th) gty .. th)—d (8], ..., 1)
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Introduites par [Bachmair, 1987] pour montrer la complétude la complétion

standard

Etape de preuve équationnelle : s LN
u=v

avec s, = 0(u) ett =s[o(v)],
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Introduites par [Bachmair, 1987] pour montrer la complétude la complétion
standard

Etape de preuve équationnelle : s LN
u=v

avec s, = 0(u) ett =s[o(v)],

Etape de preuve par réécriture : s P toutess
u—v u—v

avec s, = o(u) ett =s[o(v)]p
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Preuves par Remplacement

Introduites par [Bachmair, 1987] pour montrer la complétude la complétion
standard
Etape de preuve équationnelle : st

u=v

avec s, = 0(u) ett =s[o(v)],

. o p P
Etape de preuve par réécriture : s—tout«—s
u—v u—v

avec s, = 0(u) ett =s[o(v)],

Preuve par remplacement :

Po P1 Pn
S05051 5182+ 8n St
lo ly ln

avec S € {«—,—,—}

Guillaume Burel (LORIA) mars—novembre 2005 23/48



SiTt="1(¢1(l2),(¢3;r) 1) ot by i g(x)—d(x), lr:s=t,l3:1—>r,0na:
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SiTt="1(¢1(l2),(¢3;r) 1) ot by i g(x)—d(x), lr:s=t,l3:1—>r,0na:

I —/> f(01(s);d(£2), (f3;r)71) (Mouvements Paralléles )
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SiTt="1(¢1(l2),(¢3;r) 1) ot by i g(x)—d(x), lr:s=t,l3:1—>r,0na:

I —/> f(01(s);d(£2), (f3;r)71) (Mouvements Paralléles )

~7~f(ﬁl(S):d(ez)ﬂ):f(d(t),(fs;r)‘l) (Séquencage )
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SiTt="1(¢1(l2),(¢3;r) 1) ot by i g(x)—d(x), lr:s=t,l3:1—>r,0na:
I —/> f(01(s);d(£2), (f3;r)71) (Mouvements Paralléles )
2 H(6(s)d (). nif(d(), (fs;r)~*)  (Séquencage)
—/> f(1(s);d(€2),r);f(d(t),rL;451)  (Inversion de la Composition )
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Des Termes de Preuve aux Preuves par Remplacement

)ou£1 g(x)—d(x),l:s=t,{l3:1—>r,0na:

(Mouvements Paralleles )

)
1d(62) )
1d(62),r)if(d (1), (air) ™) (Séquengage )
1d(62), )
1d(f2),

r);f(d(t),r~%¢31)  (Inversion de la Composition )

SRICION)

(Suppression des Inverses Inutiles )
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Des Termes de Preuve aux Preuves par Remplacement

)ou£1 g(x)—d(x),l:s=t,{l3:1—>r,0na:

)
;d(lp) -1 (Mouvements Paralléles )
1d(62),r)if(d (1), (air) ™) (Séquengage )
2d(62),r);f(d(t),r LY (Inversion de la Composition )
1d(f2),

SRICION
(Suppression des Inverses Inutiles )
zf(gl(s);d(ez)yf)?f(d(tM?)

(Suppression des Identités Inutiles )
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Des Termes de Preuve aux Preuves par Remplacement

SiTt="1(¢1(l2),(¢3;r) 1) ot by i g(x)—d(x), lr:s=t,l3:1—>r,0na:

n—/N>f(£1(s),d( 5), (€3;r)71) (Mouvements Paralléles )
ﬁf(ﬁl(s),d(éz),r) f(d(t),(¢;r)"t)  (Séquencage )
—/N>f(£1(s),d(€2),r) f(d(t),rt65h) (Inversion de la Composition )
vjlf(ﬂl(S),d(ﬁz) r):f(d(t),r;65")

(Suppression des Inverses Inutiles )
— F(01(s);d(£a),r);F(d (1), £5")

(Suppression des Identités Inutiles )
f(1(s),r);f(d(f2),r);f(d(t),63")  (Remontée de la Composition )

4

v—)/m
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Des Termes de Preuve aux Preuves par Remplacement

)ou£1 g(x)—d(x),l:s=t,{l3:1—>r,0na:

)
;d(lp) -1 (Mouvements Paralléles )
1d(62),r)if(d (1), (air) ™) (Séquengage )
;d(62),r); ( (),rfl;ﬁgl) (Inversion de la Composition )
1d(62),r

(Suppression des Inverses Inutiles )
o f(la(s);d (L2),r);f(d(t),65)
(Suppression des Identités Inutiles )
— F(€a(s),r);F(d(£2),r);f(d(t),£51)  (Remontée de la Composition )

— f(l1(s),r);f(d(¢2),r);f(d(t),f3)"*  (Inversion de la Congruence )

y z[)or,f-’?’“
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Des Termes de Preuve aux Preuves par Remplacement

) )ou£1 g(x)—d(x),l:s=t,{l3:1—>r,0na:
;d(lp) -1 (Mouvements Paralléles )
1d(62),r)if(d (1), (air) ™) (Séquengage )
;d(62),r); ( (t ),rfl;ﬁgl) (Inversion de la Composition )
1d(62),r

(Suppression des Inverses Inutiles )
o f(la(s);d (L2),r);f(d(t),65)
(Suppression des Identités Inutiles )
— F(€a(s),r);F(d(£2),r);f(d(t),£51)  (Remontée de la Composition )

v—)/m
/n f(€1(s),r);f(d(€2),r);f(d(t),€3)"r  (Inversion de la Congruence )
f(@(5),1) - (8():1) - F (@0, ) -1 (@), ) goria
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Ordre sur les preuves par remplacement [Bachmair, 1987] :
Cottde s« 2t : ({s,t},u,t)
u=v

Cottde st : ({s},u,t)
u—v
Co(t d'une preuve par remplacement : multiensemble des colts de ses étapes.
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Ordre sur les preuves

Ordre sur les preuves par remplacement [Bachmair, 1987] :
Codtde st : ({s,t},u,t)
u=v
Cottde st : ({s},u,t)
u—v
Codt d’'une preuve par remplacement : multiensemble des colts de ses étapes.

Ordre sur les termes de preuves :

Un terme de preuve p est supérieur a un autre q si

le colit de la forme normale de p pour ~~ / ~ est supérieur a celui de la forme
normale de q.
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Postulats A B C D : pas de problémes.

Postulat E :

THEOREME 1 (POSTULAT E POUR LES PREUVES EQUATIONNELLES).
Pour tous termes de preuves p,r, pour toute position i € p(p),

pi > r implique p > p[r]i
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La complétion standard est saine et adéquate : [Bachmair, 1987, lemme 2.1]
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La complétion standard est saine et adéquate : [Bachmair, 1987, lemme 2.1]

La complétion standard est bonne : [Bachmair, 1987, lemmes 2.5, 2.6]
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La Complétion Standard est Canonique

La complétion standard est saine et adéquate : [Bachmair, 1987, lemme 2.1]
La complétion standard est bonne : [Bachmair, 1987, lemmes 2.5, 2.6]
La complétion standard est canonique :

THEOREME 2.

Pour toute dérivation (E;j, R;); de la complétion standard qui termine sans
échec,
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On a pu appliquer les systémes canoniques abstraits :

@ ala déduction naturelle, grace a une généralisation du cadre pour les
systemes de preuve ne préservant pas les hypothéses dans les
sous-preuves;
preuves minimales = preuves sans coupures
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Conclusion

On a pu appliquer les systémes canoniques abstraits :

@ ala déduction naturelle, grace a une généralisation du cadre pour les
systemes de preuve ne préservant pas les hypothéses dans les
sous-preuves;
preuves minimales = preuves sans coupures

@ aux complétions close et standard, pour lesquelles une preuve compléte
et détaillée est donnée.
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Conclusion

On a pu appliquer les systémes canoniques abstraits :

@ ala déduction naturelle, grace a une généralisation du cadre pour les
systemes de preuve ne préservant pas les hypothéses dans les
sous-preuves;
preuves minimales = preuves sans coupures

@ aux complétions close et standard, pour lesquelles une preuve compléte
et détaillée est donnée.

Ces résultats sont probablement extensibles au calcul des séquents, a la
logique linéaire
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Conclusion

On a pu appliquer les systémes canoniques abstraits :
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sous-preuves;
preuves minimales = preuves sans coupures

@ aux complétions close et standard, pour lesquelles une preuve compléte
et détaillée est donnée.

Ces résultats sont probablement extensibles au calcul des séquents, a la
logique linéaire, a la complétion modulo, a I'algorithme de Buchberger.

Calcul des constructions, calcul des séquents modulo, procédure de

résolution ?

Ordres différents sur les systéemes de séquent

Formalisation en Coq o
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Deuxieme partie Il

o = - =

Guillaume Burel (LORIA) Applications des S.C.A.




e Déduction Modulo et Réécriture
@ Introduction & la Déduction Modulo
@ Rappels de Réécriture
@ Confluence et Elimination des Coupures

ﬂ Complétion Généralisée
@ Approche de G. Dowek
@ Notre Approche
@ Perspectives
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e Déduction Modulo et Réécriture
@ Introduction & la Déduction Modulo
@ Rappels de Réécriture
@ Confluence et Elimination des Coupures

Complétion Généralisée
Approche de G. Dowek
Notre Approche
Perspectives
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La Déduction Modulo

Principe de Poincaré : différence entre démonstrations de

2+2=4 et Axiome duchoix < Lemme de Zorn
calcul # raisonnement

En déduction modulo [Dowek et al., 2003], les étapes de calcul sont masquées
pour faire apparaitre le raisonnement.
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Regles de conversion :
MBFA -B,A

Conv-g Conv-d

FAFA SIA=B TFAA
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Calcul des Séquents Modulo

Regles de conversion :
MBEA
MNAEA

Conv-g

Calcul des Séquents Modulo

FArB.A Mg a=5

rBEA
TrEFAA siA=-B
r-B,A THC,A

rEAA T siA=BAC
M+ {t/x}B,A
r=AA T siA=3x.B

r-B,A

Conv-d

SIA=B TFAA

rAFA TFB,A

rEA COUP i a=B
rBrc.A
rEAA TsiA=B=C
rB,C,A
r’FA,A " siA=BVC
It {c/x}B,A
rras  "dsa=vx.B

et ¢ constante fraiche
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Congruence = simulée par un systéme de réécriture —
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Déduction Modulo Asymétrique [Dowek, 2003]

Congruence = simulée par un systéme de réécriture —
Analycité = on ne réécrit que vers le haut
Regles de conversion :

rBrA reBA .
FAFA ' 9 siA—B TFAA

Calcul des Séquents Modulo Asymétrique

rAFA THB,A

- P Cou i * %
FAFB.A MOMGa®lp FEA Psins B
rera M-8,C.A
rEan 9sint-B rEas V9siatBye
FEB,A FHC,A [+ {c/x)B,A
FEAA dsiatBAC rras  "dsiatvxs

et ¢ constante fraiche



Confluence :

[m] =l =
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7
Confluence : AV

Algorithme de Newman de réduction de pics [Newman, 1942] :
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7
Confluence : AV

Algorithme de Newman de réduction de pics [Newman, 1942] :

Guillaume Burel (LORIA) Applications des S.C.A.



Contre-exemple :

c /\>b\ d
e
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Contre-exemple :

c K\/\ d
S~
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Contre-exemple :

c ap/\ d
~

c b

N 7
N 7

\\ 9 // d
* O\ g *
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Contre-exemple :

c K\/\ d
S~

- —=---
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Contre-exemple :

c K\/\ d
S~
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Contre-exemple :

c K\/\ d
S~
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Contre-exemple :

c K\/\ d
S~

a b
c b a d
———>5———>
d c
RS
[m] = = =
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Contre-exemple :

c K\/\ d
S~
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Réécriture sur les Termes Uniquement

THEOREME 3.
M-AssidAel,BeAtqg ASB

Démonstration.

= par induction sur la preuve de ' F A
<= par induction sur le nombre de pics sur la preuve par remplacement de
ASB, chaque pic est simulé par une régle de coupure

aria
AJ{LQﬂ J
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THEOREME 3.
M-AssidAel,BeAtqg ASB

THEOREME 4.
r"AssidAel,BeAtq AS><EB

Démonstration.

= par induction sur la preuve de I Fof A
~onal,AFB,A ~Xom
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THEOREME 3.
F-AssidAel,BeAtq ASB

THEOREME 4.
rAssidAel,BeAtq AS<LB

COROLLAIRE 5.
confluence < élimination des coupures
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Il est possible de réécrire des propositions atomiques :

Xxy=0—x=0Vy =0
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Réécriture sur les Propositions

Il est possible de réécrire des propositions atomiques :

X¥y=0—x=0Vy=0

On a plus confluence =- élimination des coupures : contre-exemple de Crabbé
A—BA-A

Axiome

B,AFA
g

. B.A—AF

B,AF A Af'_‘;me _ BAL

B,A,—AF g BFB Axiome BE-A

B,AF BFA
BF

Fs

A-d

Coup

(terme de preuve Ay.(Ax.(snd x)x) <y,Ax.(snd x)x >) !
mars—novembre 2005 39 /48



Réécriture Déduction Modulo

o F = E = DA
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Réécriture Déduction Modulo

Réduction de pics

[m] =l =
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Réécriture Déduction Modulo
Réduction de pics <~ Normalisation
[m] = = =

Guillaume Burel (LORIA) Applications des S.C.A.



Réécriture Déduction Modulo
Réduction de pics <~ Normalisation
U
Confluence
[m] = = =
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Réécriture Déduction Modulo
Réduction de pics <~ Normalisation
\ !
Confluence <= Propriété d’'élimination des coupures
[m] = = =
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Réécriture Déduction Modulo
Réduction de pics <~ Normalisation
3 Re U
Confluence = Propriété d’élimination des coupures

Contre-exemple de Newman
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Réécriture Déduction Modulo
Réduction de pics <~ Normalisation
3 Re XY U
Confluence = Propriété d’élimination des coupures

Contre-exemple de Crabbé
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Réécriture Déduction Modulo
Réduction de pics =4 Normalisation
s Re X0 s
Confluence <= Propriété d’élimination des coupures
[m] = = =
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Réécriture Déduction Modulo
Réduction de pics =4 Normalisation
s Re X0 s
Confluence <= Propriété d’élimination des coupures
i

Procédure de complétion
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Réécriture Déduction Modulo
Réduction de pics =4 Normalisation
s Re X0 s
Confluence <= Propriété d’élimination des coupures
il il
Procédure de complétion Complétion généralisée ?
= = - = E 9Dac
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Déduction Modulo et Réécriture
) Introduction a la Déduction Modulo
» Rappels de Réécriture
Confluence et Elimination des Coupures

ﬂ Complétion Généralisée
@ Approche de G. Dowek
@ Notre Approche
@ Perspectives

[m] =l =
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Soit 7 une théorie sans quantificateur

[m] =l =
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Soit 7 une théorie sans quantificateur
On la met sous forme clausale ~~ " = i1,..., Uy
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Soit 7 une théorie sans quantificateur

On la met sous forme clausale ~~ " = i1,..., Uy
Soit M un modéle de [

Il existe un litéral =P € Y, tel que M = £P
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Soit 7 une théorie sans quantificateur

On la met sous forme clausale ~~ " = i1,..., Uy
Soit M un modéle de [

Il existe un litéral =P € Y, tel que M = £P

@ M =P :on considere les ) tels que W =P VA

P—PV-AV---V-A,
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Méthode de G. Dowek [Dowek, 2002]

Soit 7 une théorie sans quantificateur

On la met sous forme clausale ~~ " = y,...,,
Soit M un modeéle de '

Il existe un litéral =P € Y, tel que M = +P

@ M =P :on considére les Y tels que Y =P VA

P—PV-A V- VoA,

@ M [~ P :on considére les ) tels que Y = —P VA

P—PAALA---AA,
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Méthode de G. Dowek [Dowek, 2002]

Soit 7 une théorie sans quantificateur

On la met sous forme clausale ~~ " = y,...,,
Soit M un modeéle de '

Il existe un litéral =P € Y, tel que M = +P

@ M =P :on considére les Y tels que Y =P VA

P—PV-A V- VoA,

@ M [~ P :on considére les ) tels que Y = —P VA
P—PAALA---NA;

On supprime toutes les clauses utilisées, et on recommence jusqu’a ce qu'il n'y
en ait plus forid
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Crabbé :

A< (BA-A)
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Crabbé :
(A= (BA-A)A((BA-A)=A)

[m] =l =
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Crabbé :
(=AV (BA-A))A(—(BA—A)VA)

[m] =l =
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Crabbé :

(~AVB) A (-A) A (-BVA)

o F = E = DA
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Crabbé :
(mAVB)A(-A)A(-BVA)

M :|Al— 0,

B|—0

[m] =l =
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Crabbé :
(=AVB)A(-A)A(—BVA)

M :|Al— 0,

B|—0

e P=A

[m] =l =
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Crabbé :
(mAVB)A(-A)A(-BVA)
M:|Al—0,|Bl—0
e P=A
A—AAN
Or @r = o=
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Crabbé :
(mAVB)A(-A)A(—BVA)
M:|Al—0,|Bl—0
e P=A
A—AABA
Or @r = o=
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Crabbé :
(mAVB)A(-AV L)A(-BVA)

M :|Al— 0,

B|—0

e P=A

A—AABA L

[m] =l =
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Crabbé :
(mAVB)A(-A)A(-BVA)
M:|Al—0,|Bl—0
e P=A
A— L
Or @r = o=
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Crabbé :

(-BVA)
M:|Al—0,|Bl—0
e P=A
A— L
e P=B
Or @r = o=
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Crabbé :
(‘!BVA)
M:|Al—0,|Bl—0
e P=A
A— L
e P=B
B—BA
[m] = = =
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Crabbé :
(=B VA)
M:|Al—0,|Bl—0
e P=A
A— L
e P=B
B—BAA

[m] =l =
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Crabbé :

M:|Al—0,|Bl—0
e P=A
A— L
e P=B
B—BAA

Possede la propriété d’élimination des coupures o
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Définition 1 (Preuves Critiques).

p € UPf(A) est dite critique si :
© p & UPf(ThA)
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Définition 1 (Preuves Critiques).

p € UPf(A) est dite critique si :

© p & UPf(ThA)
@ VYq<p.q € YPf(ThA)
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Preuves Critiques

Définition 1 (Preuves Critiques).

p € UPf(A) est dite critique si :
o p & WPF(ThA)
@ Yq<ip.q € YPf(ThA)

THEOREME 6 (EQUITE DE LA COMPLETION).
Si une bonne dérivation {A; }; est telle que

Crit (Aw) 71 PF(A,)

alors elle est saturante

v

Idée : rajouter toutes les conclusions des preuves critiques ‘1'115]
PO
&
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Crabbé: A — BA-A

T-d TT-Q

FA
Coup

[m] =l =
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Crabbé: A — BA-A

ACA Axiome
FB,A  F-AA —d
FBA-AA T_d/\'d .-
FA Al Coup
'_
o = = =
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Crabbé: A — BA-A

TAFEA Axiome m Axiome
FB,A  FoAA @ AB AL O
FBA—A A - ) ABA—AF T-z
FA Ak Coup
l_
= & = =

Guillaume Burel (LORIA) Applications des S.C.A.



Crabbé: A — BA-A

TAFEA Axiome m Axiome
BB A F-aa @ AB AL O
FBA—A A - ) ABA—AF T-z
FA Ak Coup
l_
= & = =
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Crabbé: A — BA-A

m Axiome m Ail_ome
BFB,A BF—-AA —d B,A,B,-Al g
BFBA-AA - ) B,A,BA-AF T-z
BFA B,Al Coup
BF
o = - =
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Crabbé: A — BA-A

B,AFA AX'gme B,ABFA Af'_;me

BFB,A BF-AA B,A,B,-Al y
BI—B/\—|A,AT g i B,A,B/\—|AI—T

BFA BAE g
BF P

On a prouvé B = |, on ajoute la régle
B — BA L
o =g = - = A
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Crabbé: A — BA-A

B,AFA AX'gme B,ABFA Af'_;me

BFB,A BF-AA B,A,B,-Al y
BI—B/\—|A,AT g i B,A,B/\—|AI—T

BFA BAE g
BF P

On a prouvé B = |, on ajoute la régle
B— L
o F = = = A
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Paradoxe de Russell:R€R — VW.y~R=y R =Col
y~z = Vx. (y Ex =z €X)

Guillaume Burel (LORIA) Applications des S.C.A.



Paradoxe de Russell:R€R — VW.y~R=y R =Col
Vx. (y Ex =z €X)

Rety,co eRFRER,C cpeRFCcyetg,RER,C

CoEtg=>RE,cgeRFRER,C

co~R,co ERFRER,C 9
=-d

co~RFRER,cgER=C
=

FReER,cg~R=cpeR=C
V-d
FRER,Y.y~R=yeR=C 1

FRER

ReRt1 €ciFREC)

ReR,CH ReRFt; €R ReRFtj€cg =>ReC)
RER ER=CH RERFt ~R =>_gv'd
ReRt1~R=t1 eR=CH
ReER,W.y~R=>yER=CH V_Z

ReRKF

Coup

illaume Burel
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Paradoxe de Russell:R€R — VW.y~R=y R =Col
y~z = Vx. (y Ex =z €X)

Rety,co eRFRER,C cpeRFCcyetg,RER,C
CoEtg=>RE,cgeRFRER,C

ReRt1 €ciFREC)

co~R,cp eRFRER,C o ReR,CH ReERFt €ER ReERFty €cg=>REC] d
co~RFRER,ceR=C = RER{;ER=>CH - RERFt ~R v-d
FRER,co~R=CpER=C = RERt ~R=t ER=>CH -

FRERVW.y~R=yER=C \Tf‘:’ RERVy.y~R=y€eR=CH :Z

FRER

ReRKF

Unification (sur les tj) : to = R,t; =R

Coup
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Paradoxe de Russell:R€R — VW.y~R=y R =Col

1
y~z = WX.(yeEx=zex)
Rety,co eRFRER,C cpeRFCcyetg,RER,C
coEtg=RE,cp ERFRER,C v i ReR,ty €c1FRECy,C o
co~R,co eERFRER,C ReR,CHFC ReRkt €R,C ReRkKt; €cy =>R€EC,C
co~RFRER,c eR=C,C = RER, ER=>CHC = RERFt ~R,C v-d
FRER,co~R=CyER=C,C = ReRt~R=>t; ER=CHC -
FRER,W.y~R=y€ER=C,C v-d RER,Vy.y~R=y€eR=CFC 0
FRER,C T RERFC e
o Coup

Unification (sur les tj) : to = R,t; =R
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Paradoxe de Russell:R€R — VW.y~R=y R =Col

1
y~z = WX.(yeEx=zex)
Rety,co eRFRER,C cpeRFCcyetg,RER,C
coEtg=RE,cp ERFRER,C v i ReR,ty €c1FRECy,C o
co~R,co eERFRER,C ReR,CFC ReRkt €R,C ReRkKt; €cy =>R€EC,C
co~RFRER,c eR=C,C = RER, ER=>CHC = RERFt ~R,C v-d
FRER,co~R=CyER=C,C = ReRt~R=>t; ER=CHC -
FRER,W.y~R=y€ER=C,C v-d RER,Vy.y~R=y€eR=CFC 0
FRER,C T RERFC e
o Coup

Unification (sur les tj) : to = R,t; =R
Nouvelle regle :
C—T

illaume Burel (LORIA) Applications des S.C.A.



@ Possibilité de traiter les théories avec quantificateurs

[m] =l =
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@ Possibilité de traiter les théories avec quantificateurs

@ Pas besoin de modéle = appliquable aux théories inconsistantes
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@ Possibilité de traiter les théories avec quantificateurs

@ Pas besoin de modéle = appliquable aux théories inconsistantes
mais ...

@ 3 propositions atomiques ou plus dans la preuve avec coupure? 0?
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@ Possibilité de traiter les théories avec quantificateurs
@ Pas besoin de modéle = appliquable aux théories inconsistantes

mais ...

@ 3 propositions atomiques ou plus dans la preuve avec coupure? 0?

@ Complexité ?
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Perspectives

@ Possibilité de traiter les théories avec quantificateurs
@ Pas besoin de modele = appliquable aux théories inconsistantes

mais ...

@ 3 propositions atomiques ou plus dans la preuve avec coupure? 0?
@ Complexité ?

Il reste a:

@ trouver un ordre convenable pour que les preuves critiques correspondent
a celle décrites
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Perspectives

@ Possibilité de traiter les théories avec quantificateurs
@ Pas besoin de modele = appliquable aux théories inconsistantes

mais ...

@ 3 propositions atomiques ou plus dans la preuve avec coupure? 0?
@ Complexité ?
Il reste a:

@ trouver un ordre convenable pour que les preuves critiques correspondent
a celle décrites

@ bien définir la relation entre regle de réécriture sur les propositions et
conclusion d’une preuve
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Regles d'Inférence de la Complétion Standard [Knuth et Bendix, 1970,
Bachmair, 1987]

Déduit: Sis=t € CP(R) Oriente : Sis >>t
E,R ~ EU{s=t},R EU{s=t},R ~ E,RU{s—t}
Supprime : Simplifie : Si s?u

EU{s=s},R ~ E,R Eu{s=t},R ~ EU{u=t},R

Compose : Sit—u Combine: Sis — u,etsp v,
R v—WER

E,RU{s—t} ~ E,RU{s—u} E,RU{s—t} ~ EU{u=t},R
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