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Prérequis et objectifs

Prérequis :
@ bases sur I'étude d’une fonction a variable réelle
@ calcul de dérivées

Objectifs :
@ définition de I'intégrale d’'une fonction sur un segment
@ calcul par primitive
@ intégration par partie
@ calcul par changement de variable
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Intégration sur un segment
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Donnée :

f:la,b] = R

Résultat :

/abf(x)dx:

surface algébrique entre la
courbe de f et 'axe des x
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Propriétés de l'intégrale
Relation de Chasles :

c b c

f(x)dx = | f(x)d f(x)d

/a (x) dx / () ”/b (x) dx
Additivité :
b b b
/ (F(x) + g(x)) dx = / £(x) dx + / g(x) dx

Multiplication par une constante :

/abaf(x)dX:a /abf(x)dx
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Primitive d’'une fonction

Primitive de f :

F(x) = /: f(t)dt

Théoréme
Si f est continue sur [a, b] et si F est une primitive de f, alors

F'(x) = f(x) pour tout x € [a, b].

Remarques :
@ F dépend du choix pour a
@ F et Gprimitivesde f = F — G=cste
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Calcul d’'une intégrale par primitive

Théoréme

Si F est une primitive (quelconque) de f, alors

[ f)0x =1 F0 15 = F(b) ~ F(a

Exemples :
2 312 8 0 8
/0 Xdx= 13| =37 373
T 2xdx o\
S T = [In(1 + X )}0:In2—ln1 =1In2
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Intégration par parties (IPP)

Rappel : (ux)v(x)) = U (x)v(x) + u(x)v'(x)
b b b
Donc : / (u(x)v(x)) dx = / u'(x)v(x)dx +/ u(x)v'(x)dx

Formule d’intégration par parties
Pour u et v dérivables, on a :
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Intégration par parties : exemples

Polynéme x Trigo/exp
— poser u = polynébme, v/ = trigo/exp

w/2 /2 w/2
/ x cos xdx = [xsin(x)],"" — / sin(x) dx
0 0

:E—O—[—cos(x)g/zzﬁ—1

2 2
Fonction a dérivée simple x 1
— poser u = fonction, v/ =1

2 2

/Inxdx:[xlnx]?—/ 1dx

1 1
=2In2-0—[x]?=2In2 -1
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Changement de variable

Rappel : (u(v(x)))" = U'(v(x))- V'(x)

b / b
Donc : u(v(b)) — u(v(a)) _/a (u(v(x))) dx _/a u'(v(x)) v/(x)dx

v(b) v(b)
Or: u(v(b)) —u(v(a) = [u(x)} “ = /V(a) u'(x) dx

Formule de changement de variable
Pour u et v dérivables, on a :

v(b) b
/ U'(x)dx = / u'(v(x)) v/(x)dx
v(a) a
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Changement de variable — Exemple 1
1

Calcul de :/ V1= x2dx
—1

Idée : remplacer x par sint

@ t=arcsinx
Qx=-1=t=-% x=1=1t=

N

9%20031‘ donc dx = costdt

w/2
l—/ 1 — (sint)? costdt
=) /1= (sint)

w/2 w/2
:/ (cos t)2dt:/ cos(2) +1

-y -y 2
_[sin@n) , ]2 T (-T)=1
e T2, e Ud) T
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Changement de variable — Exemple 2

Calculde I, =r / 1/1

Idée : remplacer % par y

Qy=% e x=ry

QO x=-r=y=-1 X=r=y=1
dx _ —

o a = donc dx =rdy

]
l :r/ \/1—y2rd
r B yeray

f2

]
:r2/ 1—y2dy=r?ly ="
» 2
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Intégrales de fractions trigo. — Régles de Bioche

On suppose ici que f(t) est une fraction en cost, sint et tan t.

Reégles :

@ sif(—t) = —f(t), poser x = cost
Q sif(r—t)=—f(t), poser x =sint
Q sif(r+1t)=f(t), poser x =tant

@ sinon poser x = tan (£). cas a éviter si possible
(1)
———
/2" cost

Exemple : I = T E—

o 1+sint
f(—t) # - x =sint
f(lm—1t) = t)wl—/ T —[In1+x)]0fln2 %:Cost
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