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Prérequis et objectifs

Prérequis :
@ bases sur I'étude d’une fonction a variable réelle

Objectifs :
@ cadre propre pour parler d’ordres de grandeurs
@ approximation d’'une fonction f par un polynéme
@ maitrise de I'erreur d’approximation
@ application au calcul de limites
@ application a I'’étude du comportement asymptotique de f
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Notations de Landau : f = O(g)

Définition
On dit que la fonction f est dominée par g au voisinage du point a
lorsqu’il existe une constante C vérifiant

[f(x)] < Clg(x)|

des que x est suffisamment proche de a.

Notations : f= 0(9) f=0(9) fe O(9) g = Q(f)
X—a
Exemples :
x= 0 (x¥ C=1,x>1
X—400
2x = 0O (x) c=2
x—0
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Notations de Landau : f = 0(g)

Définition
On dit que la fonction f est négligeable devant g au voisinage du point
a lorsque, pour toute constante C € R*,,

[f(x)] < Clg(x)]

deés que x est suffisamment proche de a.

Notations : f= Xga(g) f=o0(9) feo(g) g =w(f)
Exemples :
}:X_grooﬁ) x>t=1<C-1
x2= o (x) 0<x<C=x*<Cx
x—0+
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Notations de Landau : f = ©(g)

Définition
On dit que deux fonctions f et g sont du méme ordre de grandeur
lorsqu’il existe deux constantes A et B dans R’ telles que

AlfR)] < lg(x)| < BIf(x)|

deés que x est suffisamment proche de a.

Notations : f= 0 (9) f=0(9) feo(g) g = 0(f)
X—a
Exemple :
2x2+x+1= 0 (x?) x>1=2-x2<2x2+x+1<4-x2
X—r+00
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Notion d’équivalence

Définition
On dit que deux fonctions f et g sont équivalentes au voisinage d’'un
point a lorsque

lim M = 1|
x—a g(x)
Notation : fX:ag gX:af
Exemples :
X2 +x+1 ~ x?°

X——+00

... mais 2x2 n’est pas équivalent a x2 en +oo.
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Bilan

f(x)

Pour comparer f et g, calculer ¢ = )lﬂna m :

/=0 Onafpetit/ggrand=f= o (g)

X—a

¢ =1 Définition de I'équivalence = f ~ g
X—a

(eR\{0,1} Onaf~/(-g=f= © (9)

X—a

0 =+00 Onafgrand/gpetit:gzxg (f)

a

¢ non défini Pas de limite = f et g non comparables f = cos, g =sin
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Développements limités — Définition

Probléeme : approcher une fonction f par un polynéme

Développement limité de f a 'ordre n (en 0) :

f(x) = polynéme de degré n+ O(x™1)

Applications :
@ calcul approché de f(x)
@ calcul de limites
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Formules de Taylor — Idée de départ

On a/ f(t — f(a). Donc :

Intégration par partie : u(t)y="f(t), v(it)=—(b—1)

f(b) = f(a) + [— (b— 1) f'(t)]: + /b F1(£) (b — t)dt

a

Donc f(b) = f(a) + f'(a) (b — a) + /b (1) (b — t)dt

a

degré 1 b ~
9 en reste intégral
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Formule de Taylor avec reste intégral

Taylor avec reste intégral

Si f est définie sur [a, b], et dérivable autant de fois que I'on veut, alors
ona:

dt

f(b) = Z f(k)(a) (b a)k . /: f(n+1)(t) (b—t)"

k! n!
k=0

Preuve : récurrence + intégration par partie.

Intéréts :
@ valable pour tout a et tout b

@ valable pour tout n € N (précision a choisir)
@ vraie égalité

C. Mouilleron ENSIIE — 1A — Analyse Développements limités 10/18




Formule de Taylor-Lagrange

Idée : borner le reste intégral M = max [aad 6]
€la,

n! n!

/b () (b 1)"

b _#\n
S/"”(bl‘)df
a

:M{—(b—t)mﬂ}b M(b_a)n+1

(n+ 0 la”— " (n+ 1)

Taylor-Lagrange
Si f est définie sur [a, b] et dérivable autant de fois que I'on veut, alors :

flk

‘f(b) _ zn: ;(Ea) (b— a)k < M
k=0 '

- (n+1)!

avec M = max |f("1)(1)).
tela,b]
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Formule de Taylor-Young
On prend a=0 et b=x.

Taylor-Young

Si f est définie autour de 0 et dérivable autant de fois que I'on veut,
alorsona:
™. f(M)(0)

fx) =) = xK + O(x™1)
k=0 ’

Intérét :
@ valable pour tout n € N
@ donne les DLs usuels en 0
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Calcul de DL via Taylor-Young

Exemple : f(x) = sinx a l'ordre n = 5.

X2

21
+ O(x®)

sinx = sin(0) + sin’(0) % + sin”(0)

5

= I X
+sin”"(0) &
2

= sin(0) + cos(0) x—sin(0) XE

_l’_

x4

= I
+sin”"(0) 4

+5sin(0) X (0) X O(x)
SN o4 T 150
e X o
= 120
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Regles de calcul sur les DLs (1)

Addition :
@ additionner les DLs
@ garder le O(x¥) avec le k le plus petit
@ supprimer les termes de degré > k

Exemple : cos(x) + sin(x) a I'ordre 3

X2
cosx =1— 5+ O(x*)

_ x3 x° 6

SInX—X—€+@+O(X)

_ x> x3  X° 4 5
cos(x) + sin(x) = 1 +X—?—€ +120 + O(x™) +0(x?)
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Reégles de calcul sur les DLs (2)

Multiplication :
@ multiplier les DLs
@ garder le O(x¥) avec le k le plus petit
@ supprimer les termes de degré > k

Exemple : cos(x)sin(x) a l'ordre 2
2

cosx =1— % + O(x®)

sinx = x + O(x%)

cos(x)sin(x) = x + O(x%) X; + O(x°) + O(x*) + O(x®)
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Regles de calcul sur les DLs (3)

Composition : DL en 0 = DL valable pour tout Y qui tend vers 0

Exemple : ! alordre 3
os(x)
1 2 3 4
. _1_ _ %
1y 1-Y4+Y —-Y>+0O(Y")
X2 X2
cosX:‘I—?—FO(X“):‘I—FY Y:—?+O(x4)ao
1 2 2 2 2 3
s~ 1— (£ +00) + (-2 +0(xH)" — (-2 +0(x*)” + O(x8)
2
=145 4 0%
2
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Dernier exemple de DL

sin .,
Exemple : tan = — al'ordre 4
COsS

x3
sinx =X — & + O(x®)
2
X
=14+ 4
cos X + 2 +0(x)
x3 x3  x°
tanx = x+ 5+ O(x°) — 5 1t O(x") + O(x®) +0O(x") + O(x°)
x3
=X+ % + O(x°)
3
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Calcul de limite avec des DLs

.1 —exp(x)
E le: lim ———
Xemple 1= exp(2x)

Ona:

@ exp(x) =1+ x + O(x?)
@ exp(2x) =1+ 2x + O(x?)

Donc :

1—exp(x)  —x+0(x®) —-1+0(xx) -1 1

composition, 2x — 0

1 —exp(2x)  —2x+0(x2) -2+ O(x) 7272
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