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Plan

@ Minimalit¢ d'un automate fini déterministe
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Notion de minimalité

Définition (automate minimal)

On dit qu’un automate A reconnaissant un langage L est un
automate minimal lorsque :

@ A déterministe,
@ pour tout automate B avec moins d’états que A, L(B) # L
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Notion de minimalité

Définition (automate minimal)

On dit qu’un automate A reconnaissant un langage L est un
automate minimal lorsque :

@ A déterministe,
@ pour tout automate B avec moins d’états que A, L(B) # L

Exemple
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Notion de minimalité

Définition (automate minimal)

On dit qu’un automate A reconnaissant un langage L est un
automate minimal lorsque :

@ A déterministe,
@ pour tout automate B avec moins d’états que A, L(B) # L

Exemples: L=A"

ab

non minimal minimal
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Séparation

Définition (séparation)

Deux états s et t sont séparables s'il existe un mot u € A* tel que :
@ soitd(s,u) € Fetd(t,u) ¢ F, u reconnu depuis s, pas depuis t
@ soitd(s,u) ¢ Fetd(t,u)eF. u reconnu depuis t, pas depuis s

On dit alors que u sépare s et t.

Idée :
@ usepare sett = settdifférents en terme de reconnaissance
@ sett = en terme de reconnaissance
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Propriétés remarquables

Propriété
Le mot ¢ sépare les états finaux (F) de ceux qui ne le sont pas (Q \ F).J

Propriété
Dans un automate fini déterministe complet accessible, les états puits
sont toujours séparés des autres.

~» Et donc, un seul état puits suffit!
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Equivalence de Nérode

Notation (équivalence de Nérode)
On note s ~ t lorsque s et t ne sont pas séparables.

Propriété :
@ La relation ~ est bien une relation d’équivalence.
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Equivalence de Nérode

Notation (équivalence de Nérode)
On note s ~ t lorsque s et t ne sont pas séparables.

Propriété :
@ Larelation ~ est bien une relation d’équivalence.

ldée du procédé de minimisation :
@ calcul des classes d’équivalence pour ~
@ fusion des états dans la méme classe d’équivalence
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Plan

@ Procédés de minimalisation
@ A partir d’'un automate existant
@ A partir d’un langage
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Plan

@ Procédés de minimalisation
@ A partir d’'un automate existant
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Algorithme de Moore

Algorithme de minimisation de Moore = processus de raffinement

Idée :
@ calcul des séparations par des mots de longueur au plus n
@ pour n =0, on a2 classes esépare FetQ\ F
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Algorithme de Moore

Algorithme de minimisation de Moore = processus de raffinement

Idée :
@ calcul des séparations par des mots de longueur au plus n
@ pour n =0, on a2 classes esépare FetQ\ F

@ pour passerdenan+1:
@ pour chaque état, écrire son paquet courant et les paquets
d’arrivée pour chaque lettre
@ créer de nouveaux paquets en regroupant les états dont les
résultats sont identiques
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Algorithme de Moore

Algorithme de minimisation de Moore = processus de raffinement

Idée :
@ calcul des séparations par des mots de longueur au plus n
@ pour n =0, on a2 classes esépare FetQ\ F

@ pour passerdenan+1:
@ pour chaque état, écrire son paquet courant et les paquets
d’arrivée pour chaque lettre
@ créer de nouveaux paquets en regroupant les états dont les
résultats sont identiques

@ incrémenter n jusqu’a atteindre un point fixe
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Algorithme de Moore — Exemple

On cherche a minimiser 'automate :

~~ Exemple traité au tableau.
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Algorithme de Moore — Exemple (suite)

N

états 5
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Plan

@ Procédés de minimalisation

@ A partir d'un langage
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Liens entre états et résiduels

On se donne un langage L reconnu par un AFD A = (A, Q, qo, F, 9).

Propriété

Si gy = q, alors {w, 6(q,w) e F} = u L.

On peut donc associer a chaque état g un résiduel a gauche de L.
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Liens entre états et résiduels
On se donne un langage L reconnu par un AFD A = (A, Q, qo, F, 9).

Propriété

Si gy = q, alors {w, 6(q,w) e F} = u L.

On peut donc associer a chaque état g un résiduel a gauche de L.

Conséquence 1 : Le nombre de résiduels a gauche de L est fini.

Conséquence 2 : On peut définir 'automate des résiduels de L par
e Q={u'L, ue A}, Q est bien fini
o /={"}={L} e F={qecQ ccql,
@ les transitions sont de la forme u="L & (ua)~'L.
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Construction de 'automate des résiduels

Algorithme 1 : Construction de 'automate des résiduels

Entrée : un alphabet A et un langage L reconnaissable
Sortie : A = automate des résiduels de L

1 créer un état 0 auquel on associe Lo = L

2 Q«+ {0}, W « {0}, E« 0

3 tant que W +# () faire

choisir i dans W et le retirer de W

pour chaque a <€ A faire
si il existe j tel que L; = a~'L;alors ajouter (i,a,j)a E
sinon

ajouter un état k & Q et W, et lui associer Ly = a 'L;

L ajouter la transition (i,a, k) a E

© oo N o O b~

10 F {i,cc L)}
11 retourner (A, Q, {0}, F,E)
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Automates des résiduels — Exemple.

On considére L = {a"b™, m,n € N}.

@ onpartde Ly =L
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Automates des résiduels — Exemple.

On considére L = {a"b™, m,n € N}.

@ onpartde Ly =L
@opouri=0: a'lly=Ly et b 'Ly={b", meN} =Ly
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Automates des résiduels — Exemple.

On considére L = {a"b™, m,n € N}.
@ onpartde Ly =L

@opouri=0: a'lly=Ly et b 'Ly={b", meN} =Ly
Q@opouri=1: a'lly=0=L, et b 'L =1L
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Automates des résiduels — Exemple.

On considére L = {a"b™, m,n € N}.

@ onpartde Ly =L

@opouri=0: a'lly=Ly et b 'Ly={b", meN} =Ly
Q@opouri=1: a'lly=0=L, et b 'L =1L
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Automates des résiduels — Exemple.

On considére L = {a"b™, m,n € N}.
@ onpartde Ly =L
@opouri=0: a'lly=Ly et b 'Ly={b", meN} =Ly

Q@opouri=1: a'lly=0=L, et b 'L =1L
Q@opouri=2: all,=b"l,=1L,

a b a,b
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Propriétés de I'automate des résiduels

Propriété

Lautomate des résiduels de L est fini, déterministe, complet et minimal
(modulo I'éventuel état puits).
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Propriétés de I'automate des résiduels

Propriété
Lautomate des résiduels de L est fini, déterministe, complet et minimal
(modulo I'éventuel état puits).

Tout automate fini déterministe complet minimal reconnaissant L est

Théoréme
structurellement équivalent a 'automate des résiduels de L. ‘

~ unicité de 'automate minimal modulo renommage des états

Preuve :
Sipcorresponda u'Letqgav 'L alorsp~qgeu'L=v "L
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Plan

e Applications de la minimalité
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Egalité entre deux langages reconnaissables

Test d’égalité entre deux langages L et L, reconnus par A; et A, :
@ on calcule 'AFD complet minimal AM équivalent a A,
@ on calcule 'AFD complet minimal AY équivalent a A,
@ on teste I'égalité entre AM et AY.

Exemple :

ab ab ab

00,0
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Détail de I'exemple

Aprés déterminisation/complétion :
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Détail de I'exemple

Aprés déterminisation/complétion :

a a ab
05050
Aprés minimisation : méme automate, donc méme langage reconnu
a a ab a a a,b

020,020,050
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Equivalence entre deux expressions rationnelles

Test d’équivalence entre deux expressions rationnelles e; et e5 :
@ construire A et A, a partir de e; et e via Glushkov par ex.
e déterminiser et minimiser Ay~ AM
@ déterminiser et minimiser A,  ~  AY
o tester I'égalité entre AM et AY

Exemple : (a*b)*a* = (a+ b)*.

~~ A essayer chez vous !
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