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Problemes liés aux langages rationnels

Représentation des langages
~~ expressions rationnelles

Déterminer efficacement si :
@ L est vide, fini ou infini

@ u e A* appartienta L

finitude

reconnaissance

@ deux représentations correspondent au méme langage

@ L est rationnel

~ automates finis

Génération des mots u de L
~» grammaires, grammaires régulieres
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@ Génération d’un langage

© Grammaires régulieres
@ Grammaires réguliéres a droite
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© Bilan sur les grammaires
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@ Grammaires
@ Définition
@ Génération d'un langage

e Grammaires réguliéres
@ Grammaires réguliéres a droite
@ Automate fini vers grammaire réguliere

e Bilan sur les grammaires



Motivation

Limites des expressions réguliéres pour représenter un langage :
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Motivation

Limites des expressions réguliéres pour représenter un langage :
@ peu adapté aux langages complexes
@ absence totale de structuration
@ exprime les langages rationnels uniquement ("™ non géré
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Motivation

Limites des expressions réguliéres pour représenter un langage :
@ peu adapté aux langages complexes
@ absence totale de structuration
@ exprime les langages rationnels uniquement ("™ non géré

Alternative = représentation sous forme d’'une grammaire :
@ en linguistique,

@ description de formats de fichiers ex : HTML5
@ syntaxe d'un langage programmation
@ documentation des commandes Unix pages man
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Exemple informel : les phrases en frangais

Une phrase est une suite de mots organisée selon des regles.

Exemple de regles :
@ phrase — sujet verbe complément .

@ phrase — pronomInterrogatif verbe sujet ?
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Exemple informel : les phrases en frangais

Une phrase est une suite de mots organisée selon des regles.

Exemple de regles :
@ phrase — sujet verbe complément .
@ phrase — pronomInterrogatif verbe sujet ?

@ sujet = prénom
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Exemple informel : les phrases en frangais

Une phrase est une suite de mots organisée selon des regles.

Exemple de regles :
@ phrase — sujet verbe complément .
@ phrase — pronomInterrogatif verbe sujet ?

® sujet — prénom|article nom|article adjectif nom
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Exemple informel : les phrases en frangais

Une phrase est une suite de mots organisée selon des regles.

Exemple de regles :

phrase — sujet verbe complément .

phrase — pronomInterrogatif verbe sujet ?

sujet — prénom | article nom|article adjectif nom
article—le|la|... nom — chat | souris | ...
verbe — mange | dort | ... adjectif —gros|...
pronomInterrogatif — qui|que |quand|ou|...
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Grammaires

Définition
Une grammaire est un quadruplet (A, N, S, R) ou :
@ A est un ensemble de symboles terminaux
@ N est un ensemble de symboles non terminaux
@ S e N estl'axiome symbole de départ
@ R est un ensemble de regles de la forme

u—Vv

avec u, v € (AU N)*, u contient au moins un symbole dans N.
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Grammaires non-contextuelles

Définition

Une grammaire (non-contextuelle) est un quadruplet (A, N, S, R) ou :
@ A est un ensemble de symboles terminaux
@ N est un ensemble de symboles non terminaux
@ S e N estl'axiome symbole de départ
@ R est un ensemble de regles de la forme

u—Vv

avec v e (AUN)*, ue N.

~ reégle = change un symbole non terminal en une suite de symboles.
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Exemple de grammaire

Exemple : G= (A, N, S, R) avec
e A={0,1,...,9,+, x}
e N={S A P,C}
@ Rformé de

S—A|P|C C—0]1]...1]9
A—-S+S P—+SxS
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Exemple de grammaire

Exemple : G= (A, N, S, R) avec
e A={0,1,...,9,+, x}
e N={S A P,C}
@ Rformé de

S—A|P|C C—0]1]...1]9
A—-S+S P—-SxS

Par convention :

@ I'axiome est noté S, Start

@ les symboles non-terminaux (N) sont notés en majuscules,
@ les symboles terminaux (A) sont notés en minuscules.

Ainsi, définir une grammaire = donner un ensemble de régles R.
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Plan

@ Grammaires

@ Génération d’un langage
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Génération d’'un mot

On se donne une grammaire G = (A, N, S, R).

Dérivation = applications successives de regles dans R
Départ de 'axiome S

Arrét quand le résultat est dans A*
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Génération d’'un mot

On se donne une grammaire G = (A, N, S, R).

Dérivation = applications successives de regles dans R
Départ de 'axiome S

Arrét quand le résultat est dans A*
Exemple : Avec G définie par

S—> S+S|SxS|0[1]...1]9
on peut dériver 2 + 3 x S via :

S - S+8 — 2+ S — 2+8x%xS8S
- 24+3x8S = 2+3x5
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Langage engendré par une grammaire

Notation : v — 5 v s'il existe une dérivation menantde u a v.

Définition
Le langage généré par la grammaire G = (A, N, S, R) est le langage
L(G) ={uec A*,S =} u}.

Exemple : avec S — aSb | ¢

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 2¢ année — 2023-2024 — LASF 6. Grammaires 11/28



Langage engendré par une grammaire

Notation : v — 5 v s'il existe une dérivation menantde u a v.

Définition
Le langage généré par la grammaire G = (A, N, S, R) est le langage
L(G) ={uec A*,S =} u}.

Exemple : avec S — aSb | ¢ L(G) ={a"b",ne N}

Questions soulevées :
@ calculer L(G) pour G donnée
@ pour L donné, trouver G telle que L(G) = L
@ tester si u € A* estdans L(G)
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Plan

© Grammaires régulieres
@ Grammaires réguliéres a droite
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Un peu de régularité

Grammaires plus expressives que les automates cf a’b" + Compil.

~~ ajout de contraintes pour se limiter a des grammaires simples

Motivations :

@ trouver un modele comparable aux automates finis,
@ échauffement pour le cours de compilation.

Idée : imposer des régles de la forme

U—¢ U—v Uu—vv

avec U,V e NetveA
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Simplifications possibles

@ Limitation a 1 terminal avant le non-terminal V.

~ remplacer U— ajaazV
par U — a4 U; Uy — als U — a3 V.

© Suppression des régles du type U — V.

U—V =*a,

~ ajouter U — « pour chaque « ¢ N tel que { o £ U.
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Simplifications possibles

@ Limitation a 1 terminal avant le non-terminal V.

~ remplacer U— ajaazV
par U — a4 U; Uy — als U — a3 V.

© Suppression des régles du type U — V.

~ ajouter U — « pour chaque « ¢ N tel que { U= Vota,

a# U.
Exemple :
S—>M|T
M— a >
T—bM|S
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Simplifications possibles

@ Limitation a 1 terminal avant le non-terminal V.

~ remplacer U— ajaazV
par U — a4 U; Uy — als U — a3 V.

© Suppression des régles du type U — V.

~ ajouter U — « pour chaque « ¢ N tel que { U= Vota,

a# U.
Exemple :
S—>M|T S—al|bM
M — a ~ M—a
T—bM|S T—bM]|a
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Grammaires régulieres a droite

Définition
Une grammaire G = (A, N, S, R) est dite réguliere a droite lorsque
toutes les régles de R sont de I'une des formes suivantes :
e U—¢
e U—a
e U—aV
avecUe N, Ve NetaceA.

Exemple : grammaire engendrant le langage a"b™

S—aS|aB
B—bB|b
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Test de générabilité par analyse descendante

Principe de I'analyse descendante :
@ recherche d’'une dérivation S =} u en partant de S,

@ réduction la plus a gauche possible, utilisant la premiére lettre non
générée de u.

Exemple : S—aS|aB|¢ B—bB|e
Est-ce que abb € L(G)?

S— aS

S — aB
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Test de générabilité par analyse descendante

Principe de I'analyse descendante :
@ recherche d’'une dérivation S =} u en partant de S,

@ réduction la plus a gauche possible, utilisant la premiére lettre non
générée de u.

Exemple : S—aS|aB|¢ B—bB|e

Est-ce que abb € L(G)?
S—aS—... impossible de commencer par ab
S — aB
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Test de générabilité par analyse descendante

Principe de I'analyse descendante :
@ recherche d’'une dérivation S =} u en partant de S,

@ réduction la plus a gauche possible, utilisant la premiére lettre non
générée de u.

Exemple : S—aS|aB|¢ B—bB|e

Est-ce que abb € L(G)? oul
S—aS—... impossible de commencer par ab
S — aB — abB — abbB — abb ok
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Test de générabilité par analyse descendante

Principe de I'analyse descendante :
@ recherche d’'une dérivation S =} u en partant de S,

@ réduction la plus a gauche possible, utilisant la premiére lettre non
générée de u.

Exemple : S—aS|aB|¢ B—bB|e

Est-ce que abb € L(G)? oul
S—aS—... impossible de commencer par ab
S — aB — abB — abbB — abb ok
Remarques :

@ principe valable pour tout type de grammaire . ..
@ ... et particulierement adapté si G réguliere a droite
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Grammaire réguliere a droite — automate

Idée = passer par la grammaire réguliere réduite

~changer U—a en U—aE E —¢
ou E est un nouveau symbole non-terminal.

Automate associé a G = (A, N, S, R) réguliere réduite :

@ définir un état par symbole non-terminal Q=N
@ état initial = axiome S I ={S}
© état U final lorsque U — ¢ dans R F={UU-— ¢}

© transition U % V lorsque U — aV dans R E = {(U,a, V),U — aV}
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Grammaire réguliére a droite — automate — Exemple

si Gdéfiniepar S—aB|b B— bS|e

grammaire réguliere réduite =
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Grammaire réguliére a droite — automate — Exemple

si Gdéfiniepar S—aB|b B— bS|e

grammaire réguliere réduite= S —aB|bE B —+bS|c E — ¢

automate associé a G =
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Grammaire réguliére a droite — automate — Exemple

si Gdéfiniepar S—aB|b B— bS|e

grammaire réguliere réduite= S —aB|bE B —+bS|c E — ¢

automate associé a G =
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Plan

@ Grammaires régulieres

@ Automate fini vers grammaire réguliere
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Automate fini — grammaire réguliére

Etant donné un automate standard A = (A, Q, {i}, F, E), on peut
définir la grammaire réguliére a droite G4 = (A, Q, i, R) par :

@ sip3 g, créerlaregle p— aq,
@ sipe F,créerlarégle p— .

Exemple : symbole de départ = /

D
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Automate fini — grammaire réguliére

Etant donné un automate standard A = (A, Q, {i}, F, E), on peut
définir la grammaire réguliére a droite G4 = (A, Q, i, R) par :

@ sip3 g, créerlaregle p— aq,
@ sipe F,créerlarégle p— .

Exemple : symbole de départ = /

a
% l—)aU
N\ a b U—aU| bV
@ Y v VbV
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Répondre a des questions de générabilité

Pour montrer que u € L(G), on peut :
@ trouver une dérivation valide . ..
@ ... en faisant si besoin une analyse descendante

Pour montrer que u ¢ L(G), on peut :

@ montrer que I'analyse descendante échoue dur si G pas rég. droite
@ raisonner sur le nombre de lettres

@ raisonner sur les occurrences de certaines lettres
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Manipulation de grammaires

Simplification de grammaires :

o U—>a1...aka U—aUy ... Uko—ax_1Uk—1 Uk_q1 — aV
o U— Va1...aka—> Ua; ... Ux_o — Uk_1ak—1 Uk—q1 — Vag

eU—-V~-U—albW

oeU—a~-U—aE E—¢

Conversion entre grammaires et automates :
@ grammaire réguliére a droite — automate
@ automate — grammaire réguliére a droite
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(siV—*albWw)

réduction

penser a réduire

standardiser 'automate
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