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° Formules en logique propositionnelle
@ Syntaxe et sémantique
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Définition inductive des formules logiques

Soit V = {x1, X2, ...} un ensemble infini de variables.

Lensemble F des formules du calcul propositionnel est
défini inductivement comme suit :

(By) T estune formule

(B,) L estune formule

(B;) Toute variable est une formule

(K1) Si F est une formule, alors —F est une formule
(K>) Si Fy et Fo sont des formules, alors F; A F, aussi
(K3) Si Fy et F, sont des formules, alors F; V F, aussi
(Ky4) Si Fy et Fo sont des formules, alors F; = F, aussi.
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Priorité des opérateurs

- a la plus forte priorité
suivi de A
suivi de Vv
suivi de =

Associativité :
@ a gauche pour Vv et A
@ adroite pour =
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Priorité des opérateurs

- a la plus forte priorité
suivi de A
suivi de Vv
suivi de =

Associativité :
@ a gauche pour Vv et A
@ adroite pour =

-pVQgAr=s=1t secomprend
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Priorité des opérateurs

- a la plus forte priorité
suivi de A
suivi de Vv
suivi de =

Associativité :
@ a gauche pour Vv et A
@ a droite pour =

-pVQgAr=s=1t secomprend ((ﬁp)v(q/\r)) = (s:>t)
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Sémantique = donner un sens aux formules

Pour le moment :

Formule = « Gros tas de symboles sans aucun sens »

Considérons la formule p Vv q = r.
Est-elle vraie ou fausse ?

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 2. Logique propositionnelle



Sémantique = donner un sens aux formules

Pour le moment :

Formule = « Gros tas de symboles sans aucun sens »

Considérons la formule p Vv q = r.
Est-elle vraie ou fausse ?

Cadépend...
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Sémantique = donner un sens aux formules

Pour le moment :

Formule = « Gros tas de symboles sans aucun sens »

Considérons la formule p Vv q = r.
Est-elle vraie ou fausse ?

Cadépend...

@ de la valeur des variables p, g et r vrai ou faux
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Sémantique = donner un sens aux formules

Pour le moment :

Formule = « Gros tas de symboles sans aucun sens »

Considérons la formule p Vv q = r.
Est-elle vraie ou fausse ?

Cadépend...
@ de la signification des symboles Vv, A, =
@ de la valeur des variables p, g et r vrai ou faux
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Sémantique = donner un sens aux formules

Pour le moment :

Formule = « Gros tas de symboles sans aucun sens »

Considérons la formule p v g = r.
Est-elle vraie ou fausse ?

Cadépend...
@ de la signification des symboles Vv, A, =
@ de la valeur des variables p, g et r vrai ou faux

Mais cela ne dépend pas de la signification de p, g et r.
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Algébre de Boole

Lensemble B est défini par :
o0eB ou l,ou false
o1eB ou T, 0u true

~ déf. inductive avec 0 constructeur
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Algebre de Boole

Lensemble B est défini par :
o0eB ou l,ou false
o1eB ou T, 0u true

~ déf. inductive avec 0 constructeur

Opérations classiques dans B :

X y|xvy X y|xAy X y|x=y
X |-y 0 0| O 0 0| O 00 1
0] 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1
110 1 0 1 1 0| O 10 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Algebre de Boole

Lensemble B est défini par :
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X y|xvy X y|xAy X yl|x=y
X |-y 0 0| O 0 0| O 0 0 1
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110 1 0 1 1 0| O 10 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 2. Logique propositionnelle 8/59



Interprétation des formules logiques

Une interprétation est une fonction /: V — B.

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 2. Logique propositionnelle



Interprétation des formules logiques

Une interprétation est une fonction /: V — B.

On étend / aux formules propositionnelles de maniere inductive par :

(By) I(T)=A1 vrai
(Bo) I(L)=0 faux
(B3) Si F = x avec x une variable, alors /(F) = I(x)

(Ky) Si F==Fq,alors I(F) == 1(Fy) négation
(Ko) SiF=F AFpalors I(F)=I(Fi)AI(F) et logique
(K3) Si F=FyV Fp,alors I(F) = I(Fy) Vv I(Fp) ou logique
(Ky) SiF=Fy= Fp,alors I(F) = I(Fy) = I(F2) implication
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F

Sil(p)=1(q)=I(r)y=1,alors (pvg=r)=1 l=pvg=r
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F

Sil(p)=1(r)=0etl(gq)=1,alorsl(pvg=1r)=0 IEpvg=r
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F

@ Si X est un ensemble de formules,
on note / = X lorsque /(F) = 1 pour toute F € ¥.

Sil(p)=1,alors I ={pVq,—-p=r}
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F

@ Si X est un ensemble de formules,
on note / = X lorsque /(F) = 1 pour toute F € ¥.

Sil(p) =1, alors | [~ {pV q,—p}
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F

@ Si X est un ensemble de formules,
on note / = X lorsque /(F) = 1 pour toute F € ¥.

@ On dit que F est une tautologie
lorsque /(F) = 1 pour toute interprétation /. EF

pVv-p, p=p et (p=r)Vv(-p=r) sontdes tautologies
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F

@ Si X est un ensemble de formules,
on note / = X lorsque /(F) = 1 pour toute F € ¥.

@ On dit que F est une tautologie
lorsque /(F) = 1 pour toute interprétation /. EF

(p = r)A(—p = r) n’est pas une tautologie
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F

@ Si X est un ensemble de formules,
on note / = X lorsque /(F) = 1 pour toute F € ¥.

@ On dit que F est une tautologie
lorsque /(F) = 1 pour toute interprétation /. EF

@ On dit que X est contradictoire
lorsqu’aucune interprétation I ne vérifie | = ¥.

{pA-=p}, {p,—q, p = g} sont contradictoires
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F

@ Si X est un ensemble de formules,
on note / = X lorsque /(F) = 1 pour toute F € ¥.

@ On dit que F est une tautologie
lorsque /(F) = 1 pour toute interprétation /. EF

@ On dit que X est contradictoire
lorsqu’aucune interprétation I ne vérifie | = ¥.

{pAq}, {p,q,p = q} ne sont pas contradictoires
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F

@ Si X est un ensemble de formules,
on note / = X lorsque /(F) = 1 pour toute F € ¥.

@ On dit que F est une tautologie
lorsque /(F) = 1 pour toute interprétation /. EF

@ On dit que X est contradictoire
lorsqu’aucune interprétation I ne vérifie | = ¥.

@ On dit que F se déduit sémantiquement de X lorsque
toute interprétation qui satisfait  satisfait aussi F. YEF

{p,p=atEq  {pva.p=qtkEq
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F

@ Si X est un ensemble de formules,
on note / = X lorsque /(F) = 1 pour toute F € ¥.

@ On dit que F est une tautologie
lorsque /(F) = 1 pour toute interprétation /. EF

@ On dit que X est contradictoire
lorsqu’aucune interprétation I ne vérifie | = ¥.

@ On dit que F se déduit sémantiquement de X lorsque
toute interprétation qui satisfait  satisfait aussi F. YEF

{p.q = p} ne satisfait pas q {p.q=p}~q
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F

@ Si X est un ensemble de formules,
on note / = X lorsque /(F) = 1 pour toute F € ¥.

@ On dit que F est une tautologie
lorsque /(F) = 1 pour toute interprétation /. EF

@ On dit que X est contradictoire
lorsqu’aucune interprétation I ne vérifie | = ¥.

@ On dit que F se déduit sémantiquement de X lorsque
toute interprétation qui satisfait  satisfait aussi F. YEF

@ On dit que F et G sont sémantiquement équivalentes
lorsque {F} = Get{G} E F. F=G

p=q=-pvq, p=-p
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F

@ Si X est un ensemble de formules,
on note / = X lorsque /(F) = 1 pour toute F € ¥.

@ On dit que F est une tautologie
lorsque /(F) = 1 pour toute interprétation /. EF

@ On dit que X est contradictoire
lorsqu’aucune interprétation I ne vérifie | = ¥.

@ On dit que F se déduit sémantiquement de X lorsque

toute interprétation qui satisfait  satisfait aussi F. YEF
@ On dit que F et G sont sémantiquement équivalentes
lorsque {F} = Get{G} = F. F=G
pP=q#q=p
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Quelques définitions

@ On dit que / satisfait F lorsque I(F) = 1. I=F
@ Si X est un ensemble de formules,
on note / = X lorsque /(F) = 1 pour toute F € ¥.

@ On dit que F est une tautologie
lorsque /(F) = 1 pour toute interprétation /. EF

@ On dit que X est contradictoire
lorsqu’aucune interprétation I ne vérifie | = ¥.

@ On dit que F se déduit sémantiquement de X lorsque
toute interprétation qui satisfait  satisfait aussi F. YEF

@ On dit que F et G sont sémantiquement équivalentes
lorsque {F} = Get{G} E F. F=G
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° Formules en logique propositionnelle

@ Tables de vérité
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Table de vérité d’'une formule

Idée = dresser la table de toutes les interprétations possibles
@ une ligne par interprétation = valeurs possibles des variables
@ une colonne par sous-formule

Exemple :
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Table de vérité d’'une formule

Idée = dresser la table de toutes les interprétations possibles
@ une ligne par interprétation = valeurs possibles des variables
@ une colonne par sous-formule

Exemple : F=(p=q9)=-p
P alp=q|-p|
00 1
0 1 1
10 0
1 1 1
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Table de vérité d’'une formule

Idée = dresser la table de toutes les interprétations possibles
@ une ligne par interprétation = valeurs possibles des variables
@ une colonne par sous-formule

Exemple : F=(p=q9)=-p
p glp=q|-p|l(P=9 =P
0 0] 1 1
0 1| 1 1
10/ 0 |0
1 1] 1 0

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 2. Logique propositionnelle



Table de vérité d’'une formule

Idée = dresser la table de toutes les interprétations possibles
@ une ligne par interprétation = valeurs possibles des variables
@ une colonne par sous-formule

Exemple : F=(p=q9)=-p
p glp=q|-p|l(P=9 =P
0 0] 1 1 1
0 1| 1 1 1
10/ 0 |0 1
1 1] 1 0 0
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Preuve par table de vérité

Idée :
@ montrer | = F = vérifier la ligne correspondante
Exemple : F=(p=q9)=-p
p q|F
0 0|1 @ F est satisfaite quand /(p) = /(q) =0
0 11
1 01
1 1|0
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Preuve par table de vérité

Idée :

@ montrer | = F = vérifier la ligne correspondante

@ F contradictoire = toutes les lignes donnent la valeur 0
Exemple : F=(p=q9)=-p

P

@ F est satisfaite quand /(p) = I(q) =0
@ F n’est pas une contradiction

O_L_L_LTI

q
0
1
0
1
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Preuve par table de vérité

Idée :
@ montrer | = F = vérifier la ligne correspondante
@ F contradictoire = toutes les lignes donnent la valeur 0
@ F tautologie = toutes les lignes donnent la valeur 1
Exemple : F=(p=q9)=-p

P

@ F est satisfaite quand /(p) = I(q) =0
@ F n’est pas une contradiction
@ F n’est pas une tautologie
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Equivalences classiques (1)

XAX=X XANYyANZ)=(XAYy)ANZ

XV X=X xV(yvz)=(xVy)Vvz

XANY=yAX XAN(yVvz)=(xAy)V(xXAZ2)

XVy=yVvx XV(ynz)=(xVy)A(xV2)
“(XAy)=-xV-y X=>y=-xVy
“(xVy)=-xA-y “(Xx=y)=xA-y

1Ax=1 X =X

Lvx=x

Preuve =
@ faire les tables de vérité des formules a gauche et a droite de =
@ vérifier 'égalité des deux tables
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Equivalences classiques (2)

On peut montrer que les équivalences restent vraies si on remplace
les variables par des formules :

FAF=F AN(GANH)=(FAG)A
FVF=F V(GVH)=(FVG)V
FAG=GAF F/\(GvH)z(F/\G) (F/\H)
FvG=GVF FV(GAH)=(FVG)A(FVH)
“(FANG)=-FVv-G F=G=-FVv@G
-(FVvG) =-FA-G -(F=G) =FA-G
IAF=1 -—~F=F

1VF=F
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° Formules en logique propositionnelle

@ Preuves sémantiques
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Preuve sémantique

Idée = formaliser une démonstration en
@ écrivant explicitement les interprétations

@ utilisant les regles de calculs :
sil(A)=1etl(B)=0,alors (AAB)=I(A)AI(B)=1A0=0
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Preuve sémantique

Idée = formaliser une démonstration en
@ écrivant explicitement les interprétations

@ utilisant les regles de calculs :
sil(A)=1etl(B)=0,alors (AAB)=I(A)AI(B)=1A0=0

@ déduisant a partir des tables de vérité des connecteurs :

A B|A=B
SiA=B)=1eti(A)=1, o 0| |
alors 10 0
11 A
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Preuve sémantique

Idée = formaliser une démonstration en
@ écrivant explicitement les interprétations

@ utilisant les regles de calculs :
sil(A)=1etl(B)=0,alors (AAB)=I(A)AI(B)=1A0=0

@ déduisant a partir des tables de vérité des connecteurs :
A B \ A=B

sil(A= B)=1etl(A)=1,
alors I(B) =1
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Preuve sémantique — Exemple (1)

Un logicien écoute un de ses apprenants énumérer ses sentiments a
propos des cours que ce dernier suit :

@ Jaime la logique ou j'aime I'informatique,
@ Sijaime l'informatique, alors j'aime la logique.

Le logicien conclut que I'apprenant aime la logique. Pourquoi ?
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Preuve sémantique — Exemple (1)

Un logicien écoute un de ses apprenants énumérer ses sentiments a
propos des cours que ce dernier suit :

@ Jaime la logique ou j'aime I'informatique,
@ Sijaime l'informatique, alors j'aime la logique.

Le logicien conclut que I'apprenant aime la logique. Pourquoi ?

~ Modélisation du probléme

On note : On obtient :
A = « 'apprenant aime la logique » Q@ AVvB
B = « I'apprenant aime l'informatique » Q@ B=A
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Preuve sémantique — Exemple (2)

Objectif : Montrer { AVB, B=A} = A

On se donne une interprétation / telle que :
(Hy) I(Av B) =1
(Ho) I(B=A) =1

et on essaie de montrer /(A) = 1.
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Preuve sémantique — Exemple (2)

Objectif : Montrer { AVB, B=A} = A

On se donne une interprétation / telle que :
(Hy) I(Av B)=1
(Ho) I(B= A) =1
et on essaie de montrer /(A) = 1.
On peut faire une preuve par cas sur la valeur de /(B) :
Cas I(B) = 1 D’aprés H, et la table de =, on a forcément /(A) = 1.

Cas I(B) = 0 D’aprés H; et la table de Vv, on a forcément /(A) = 1.

~+ Dans tous les cas, on a bien /(A) = 1.
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e Formes normales conjonctives et probléemes SAT
@ Formes normales conjonctives
@ Problémes SAT
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e Formes normales conjonctives et probléemes SAT
@ Formes normales conjonctives
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Littéraux, clauses et formes normales conjonctives

Littéral = variable ou negation de variable p, 7q
pVp,~—q
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Littéraux, clauses et formes normales conjonctives

Littéral = variable ou négation de variable p, 7q
pVvp,——q
Clause = disjonction de littéraux pVv-—q,XV-oyV-z
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Littéraux, clauses et formes normales conjonctives

Littéral = variable ou négation de variable p, =q
pVvp,~—q

Clause = disjonction de littéraux pVv-—q,XV-oyV-z
@ éventuellement un seul littéral -p
@ éventuellement aucun littéral 1
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Littéraux, clauses et formes normales conjonctives

Littéral = variable ou négation de variable p, =q
pVvp,~—q

Clause = disjonction de littéraux pVv-—q,XV-oyV-z
@ éventuellement un seul littéral -p
@ éventuellement aucun littéral 1

-(pVvQq),pAqg, (mp)V Qg
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Littéraux, clauses et formes normales conjonctives

Littéral = variable ou négation de variable p, =q
pVvp,~—q

Clause = disjonction de littéraux pVv-—q,XV-oyV-z
@ éventuellement un seul littéral -p
@ éventuellement aucun littéral 1

-(pVvQq),pAqg, (mp)V Qg

Forme normale conjonctive = conjonction de clauses (bVvag)A-r
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Littéraux, clauses et formes normales conjonctives

Littéral = variable ou négation de variable p, =q
pVvp,~—q

Clause = disjonction de littéraux pVv-—q,XV-oyV-z
@ éventuellement un seul littéral -p
@ éventuellement aucun littéral 1

-(pVvQq),pAqg, (mp)V Qg

Forme normale conjonctive = conjonction de clauses (bVvag)A-r
@ éventuellement une seule clause p,—q, ~pV q
@ souvent abrégé en FNC (fr) ou CNF (en)
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Littéraux, clauses et formes normales conjonctives

Littéral = variable ou négation de variable p, =q
pVvp,~—q

Clause = disjonction de littéraux pVv-—q,XV-oyV-z
@ éventuellement un seul littéral -p
@ éventuellement aucun littéral 1

-(pVvQq),pAqg, (mp)V Qg

Forme normale conjonctive = conjonction de clauses (bVvag)A-r
@ éventuellement une seule clause p,—q, ~pV q
@ souvent abrégé en FNC (fr) ou CNF (en)

—(PAQ), (PAQ) VT
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Littéraux, clauses et formes normales conjonctives

Littéral = variable ou négation de variable p, =q
PP, ——¢

Clause = disjonction de littéraux pVv-—q,XV-oyV-z
@ éventuellement un seul littéral -p
@ éventuellement aucun littéral 1

—{pv-a), pAg, {——P)ve

Forme normale conjonctive = conjonction de clauses (bVvag)A-r
@ éventuellement une seule clause p,—q, ~pV q
@ souvent abrégé en FNC (fr) ou CNF (en)

—{pA-a), {pAe)vr
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Mise sous forme normale conjonctive (1)

Théoréme

A toute formule F, on peut associer une formule G telle que :
e F=G
@ G est sous forme normale conjonctive
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Mise sous forme normale conjonctive (1)

Théoréme

A toute formule F, on peut associer une formule G telle que :
e F=G

@ G est sous forme normale conjonctive

Preuve :
@ remplacer les L 1L =pA-p
© remplacer les T T =pVv-p
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Mise sous forme normale conjonctive (1)

Théoréme

A toute formule F, on peut associer une formule G telle que :
e F=G
@ G est sous forme normale conjonctive

Preuve :

@ remplacer les L 1L =pA-p
© remplacer les T T =pVv-p
© remplacer les = X=Y =-XVY
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Mise sous forme normale conjonctive (1)

Théoréme

A toute formule F, on peut associer une formule G telle que :
e F=G
@ G est sous forme normale conjonctive

Preuve :

@ remplacer les L 1L =pA-p

© remplacer les T = pVvV-p

© remplacer les = X=Y =-XVY

© remonter les — au niveau des variables -—F = F
-(FAG) = -FVv -G
-(FVG) = ~-FA-G
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Mise sous forme normale conjonctive (1)

Théoréme

A toute formule F, on peut associer une formule G telle que :
e F=G
@ G est sous forme normale conjonctive

Preuve :

@ remplacer les L 1L =pA-p

© remplacer les T T =pVv-p

© remplacer les = X=Y =-XVY

© remonter les — au niveau des variables -—F = F
-(FAG) = ~-FV -G
~(FVG) = ~FA-G

© mettre les A a I'extérieur FV(GAH) = (FVG)A(FVH)
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Mise sous forme normale conjonctive (2)

Exemple : CNF pour F = ﬂ((p =q) A r) ?
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Mise sous forme normale conjonctive (2)

Exemple : CNF pour F = ﬂ((p =q) A r) ?

Feo(pvayar) ~ ((pva)) vor ~ (=pa=g)vor
> (PA=Q)Var s (pVar) A (-qVor)
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Mise sous forme normale conjonctive (2)

Exemple : CNF pour F = ﬂ((p =q) A r) ?

Feo(pvayar) ~ ((pva)) vor ~ (=pa=g)vor
> (PA=Q)Var s (pVar) A (-qVor)

Remarques :
@ La méthode de la preuve peut faire exploser la taille de la formule.
(X1 AYy1) V-V (Xn A Yn) 2n littéraux
(Ve VX)) A AV -V W) 2" littéraux

@ On peut faire beaucoup mieux (taille linéaire)
en ajoutant de nouvelles variables. transformation de Tseitin
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e Formes normales conjonctives et probléemes SAT

@ Problemes SAT
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Le probleme SAT (1)

Entrée = formule F en forme normale conjonctive
@ une clause = une contrainte a satisfaire
@ F = conjonction des contraintes
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Le probleme SAT (1)

Entrée = formule F en forme normale conjonctive
@ une clause = une contrainte a satisfaire
@ F = conjonction des contraintes

Sortie = F est-elle satisfaisable ?
si oui ~» fournir aussi une interprétation / telle que I(F) = 1
si non ~» F contradictoire
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Le probleme SAT (2)

Choses a savoir :

@ intérét pratique ET théorique

@ variante k-SAT = k littéraux par clause

» 2-SAT facile polynomial
» Kk-SAT difficile dés que k > 3 NP-complet

@ complexité tres variable en pratique
» on a rapidement 100+ variables
» certains pb. a ~ 100 variables restent impossibles a résoudre
» certains pb. a ~ 1M variables sont résolus réguliérement
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Résolution d’un probleme SAT

Approches incomplétes :
v/ peut trouver rapidement une interprétation / telle que /(F) = 1
X peut ne pas trouver d’interprétation méme si F est satisfiable
X ne permet pas de savoir si F est contradictoire
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http://minisat.se
https://github.com/audemard/glucose
http://sat4j.org/index.php

Résolution d’un probleme SAT

Approches incomplétes :
v/ peut trouver rapidement une interprétation / telle que /(F) = 1
X peut ne pas trouver d’interprétation méme si F est satisfiable
X ne permet pas de savoir si F est contradictoire

Approches complétes :
v/ donne toujours une réponse . ..
X ... sisuffisamment de temps et de mémoire

minisat, glucose, Sat4j
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Format DIMACS CNF (simplifié)

Beaucoup de solveurs SAT acceptent du DIMACS CNF en entrée :

@ commentaires = lignes commencant par c

c This is a comment.

@ entéte = ligne de la forme

» X =nb de variables
» Y =nb de clauses

@ clauses = Y lignes de la forme | vy vo ... v, 0

» V=K ~ ke variable
» vi=—k ~ négation de la ke variable

-1 2 -3 0 ~ -avbVv-c
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Probleme SAT — Exemple 1

Trois étudiants Jean, Paulette et Nicolas sont accusés d’avoir introduit
un virus dans la salle informatique. Lors de leur audition, ils déclarent :

Jean C’est Paulette qui I'a fait et Nicolas est innocent.
Paulette Si Jean est coupable, alors Nicolas I'est aussi.
Nicolas Ce n’est pas moi, mais un des 2 autres, peut-étre les 2.

Ces 3 déclarations sont-elles contradictoires ?
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Probleme SAT — Exemple 1

Trois étudiants Jean, Paulette et Nicolas sont accusés d’avoir introduit
un virus dans la salle informatique. Lors de leur audition, ils déclarent :

Jean C’est Paulette qui I'a fait et Nicolas est innocent.
Paulette Si Jean est coupable, alors Nicolas I'est aussi.
Nicolas Ce n’est pas moi, mais un des 2 autres, peut-étre les 2.

Ces 3 déclarations sont-elles contradictoires ?

Modélisation :

J =« Jean est coupable » Q@ PA-N
P = « Paulette est coupable » Q@ J=N=-JVN
N = « Nicolas est coupable » Q@ -NAWJVP)

~ F=PA=NA(=JVN)A=NA(JV P) est-elle satisfiable ?
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Probleme SAT — Exemple 1 (suite)

~ F=PA=NA(=JVN)A=NA(JV P) est-elle satisfiable ?

3 variables = J—=1 P2 N—3
4 clauses = P, =N (x2), (-JV N) et (JV P) cf virus.cnf
$ minisat virus.cnf $(tty) I(F) = 1 au moins lorsque :
[o..] o I(J) = ( )=0
SAT
o/
-1 2 -30 ° I(P)=
$ glucose -model virus.cnf ~» F non contradictoire

[...]
s SATISFIABLE
v -1 2 =30
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Probleme SAT — Exemple 2

Peut-on colorier les nceuds de ce
graphe avec seulement 3 couleurs de
sorte que deux nceuds voisins n’'aient
pas la méme couleur ?
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https://web4.ensiie.fr/~christophe.mouilleron/Teaching/LOMA/coloring.cnf

Probleme SAT — Exemple 2

Peut-on colorier les nceuds de ce
graphe avec seulement 3 couleurs de
sorte que deux nceuds voisins n’'aient
pas la méme couleur ?

@ v;; =le nceud j est colorié en i 30 variables
@ le nceud j a une couleur

@ le nceud j n'a pas a la fois les couleurs i et //

@ deux voisins j et j// n’ont pas la méme couleur i
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Probleme SAT — Exemple 2

Peut-on colorier les nceuds de ce
graphe avec seulement 3 couleurs de
sorte que deux nceuds voisins n’'aient
pas la méme couleur ?

@ v;; =le nceud j est colorié en i 30 variables
@ le nceud j a une couleur VijV VoV Vg 10 clauses

@ le nceud j n'a pas a la fois les couleurs i et //

@ deux voisins j et j// n’ont pas la méme couleur i
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https://web4.ensiie.fr/~christophe.mouilleron/Teaching/LOMA/coloring.cnf

Probleme SAT — Exemple 2

Peut-on colorier les nceuds de ce
graphe avec seulement 3 couleurs de
sorte que deux nceuds voisins n’'aient
pas la méme couleur ?

@ v;; =le nceud j est colorié en i 30 variables
@ le nceud j a une couleur VijV VoV Vg 10 clauses

@ le nceud j n'a pas a la fois les couleurs i et //
ViV Vi 30 clauses

@ deux voisins j et j// n’ont pas la méme couleur i
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https://web4.ensiie.fr/~christophe.mouilleron/Teaching/LOMA/coloring.cnf

Probleme SAT — Exemple 2

Peut-on colorier les nceuds de ce
graphe avec seulement 3 couleurs de
sorte que deux nceuds voisins n’'aient
pas la méme couleur ?

@ v;; =le nceud j est colorié en i 30 variables
@ le nceud j a une couleur VijV VoV Vg 10 clauses
@ le nceud j n'a pas a la fois les couleurs i et //

ViV Vi 30 clauses

@ deux voisins j et j// n’ont pas la méme couleur i
Vi Vv 3 x 15 clauses
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https://web4.ensiie.fr/~christophe.mouilleron/Teaching/LOMA/coloring.cnf

Probleme SAT — Exemple 2

Peut-on colorier les nceuds de ce
graphe avec seulement 3 couleurs de
sorte que deux nceuds voisins n’'aient
pas la méme couleur ?

cf coloring.cnf

@ v;; =le nceud j est colorié en i 30 variables
@ le nceud j a une couleur VijV VoV Vg 10 clauses
@ le nceud j n'a pas a la fois les couleurs i et //

ViV Vi 30 clauses

@ deux voisins j et j// n’ont pas la méme couleur i
Vi Vv 3 x 15 clauses
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Algorithme DPLL (1)

Algo. di a DAvIS, PUTNAM, LOGEMANN et LOVELAND (1962)

@ siune clause C est unitaire (de taille 1), la rendre vraie
C=x ~ Ix)=1
C=-x ~ Ix)=0

@ détecter les littéraux purs
si—x n‘apparaitpas ~ I(x)=1
si xnapparaitpas ~ I(x)=0

@ sinon, choisir la valeur d’'une variable
~» backtracking en cas d’échec essayer l'autre valeur
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Algorithme DPLL (2)

Propagation des choix :
Sil(x)=1:
@ supprimer les clauses avec x
@ supprimer les —x des clauses

Tvx=T + Lvx=x
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Algorithme DPLL (2)

Propagation des choix :

Sil(x)=1: Sil(x)=0:
@ supprimer les clauses avec x @ supprimer les clauses avec —x
@ supprimer les —x des clauses @ supprimer les x des clauses

Tvx=T + Lvx=x
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Algorithme DPLL (2)

Propagation des choix :

Sil(x)=1: Sil(x)=0:
@ supprimer les clauses avec x @ supprimer les clauses avec —x
@ supprimer les —x des clauses @ supprimer les x des clauses

Tvx=T + Lvx=x

Cas d’arrét :

@ aucune clause restante = / satisfait F
@ apparition d’'une clause vide = interprétation courante non valide

clausevide=1 + J1LAx=_L1
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Algorithme DPLL — Exemple (1)

On considere les 14 clauses suivantes :

Xy V 2 Xo VY1 VYoV ZoV —Zy
X2 V Y4

X2V Y1VYyaVZzZiViy
Xo NV YoV 2y V —2Zo
XoV Y1 VZ3V—zy
XoV YoV Zo V —2Z3
X2 V Y4

—~Xo VY1V oy

X2 VY1 V)2

“Xo VYoV Zy

—XoV —=Z1V 2o

—Z3 V 124

Z3V 24

—Z3V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (1)

On considere les 14 clauses suivantes :

X1V Xo VY1 VaysV—aZoVzy clause unitaire ?
X2 V Y4

Xo VY1 VYoV ZiV 2y
Xo NV YoV 2y V —2Zo
XoV Y1 VZ3V—zy
XoV YoV Zo V —2Z3
X2 V Y4

—~Xo VY1V oy

X2 VY1 V)2

—Xo V YoV Z4

—XoV —=Z1V 2o

—Z3 V 124

Z3V 24

—Z3V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (1)

On considere les 14 clauses suivantes :

X1V aXo VY1 VaysVaZoV oz clause unitaire ?
X2 V Y4 ~s Non

Xo VY1V YaVziVzy

Xo NV YoV 2y V —2Zo

Xo VY1V 2ZzVzy littéral pur?
XoV YoV Zo V —2Z3

X2 V Ty

—Xo VY1V Yo

—Xo VY1V

—Xo V YoV Z4

—XoV —=Z1V 2o

—Z3 V 12y

Z3\V 24

—Z3V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (1)

On considere les 14 clauses suivantes :

X1V aXo VY1 VaysVaZoV oz clause unitaire ?
Xo V Y1 ~= Non

Xo VY1 VYoV ZiV 2y

Xo NV YoV 2y V —2Zo

Xo VY1V Z3V oz littéral pur?
XoV YoV 2oV —Z3 ~ X

X2 V Y4

X2V oY1 Vo)

X2 VY1 Ve

—Xo V YoV Z4
—XoV —=Z1V 2o
—Z3 V 124
Z3V 24

—Z3V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (1)

On considere les 14 clauses suivantes :

X1V aXo VY1 VaysVaZoV oz clause unitaire ?
Xo V Y1 ~= Non

Xo VY1 VYoV ZiV 2y

Xo NV YoV 2y V —2Zo

XoV =Yy V23V -2z littéral pur?

XoV 2oV 2oV —Z3 ~ X

X2 V Y4

X2V oyt Ve @ On pose /(x;) = 1
“Xo VY1 V)2

—Xo V YoV Z4
—XoV —=Z1V 2o
—Z3 V 124
Z3V 24

—Z3V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (1)

On considere les 14 clauses suivantes :

N =X Yo = E =2y clause unitaire ?
X2 V Y4 ~ non

Xo VY1 VYoV ZiV 2y

Xo NV YoV 2y V —2Zo

Xo VY1V Z3V oz littéral pur?
XoV YoV 2oV —Z3 ~ X

X2 V Y4

X2V oY1 Vo)

@ Onpose /(x1) = 1

XV yy V .
2V V)2 @ On supprime la 1 clause

—Xo V YoV Z4
—XoV —=Z1V 2o
—Z3 V 124
Z3V 24

—Z3V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (2)

Il reste encore 13 clauses :

X2 V Y1 I(x1) =1
XoVy1VYysVzyVzy
Xo V YoV 21V —2Zo
XoV Y1V Z3V—zy
XoV YoV Zo V —2Z3
X2 V Y4

—Xo VY1V oy

“Xo VY1 V)2

—Xo V YoV Z4
—XoV—Z1V 2o

—Z3 V 2y

Z3V 24

—Z3 V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (2)

Il reste encore 13 clauses :

X2 V Y4
XoVy1VYysVzyVzy
X0V —yo V21V —2Zp clause unitaire ?
XoV Y1V Z3V—zy
XoV YoV Zo V —2Z3
X2 V Y4

—Xo VY1V oy

“Xo VY1 V)2

—Xo V YoV Z4
—XoV—Z1V 2o

—Z3 V 2y

Z3V 24

—Z3 V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (2)

Il reste encore 13 clauses :

X2 V ¥4
XoVy1VYysVzyVzy

XoV —Yo V21V 2o clause unitaire ?

XoV Y1V Z3V—zy ~ non
XoV YoV Zo V —2Z3

X2V ) -
“Xo VY1 V)2

—Xo V YoV Z4
—XoV—Z1V 2o
—Z3 V 2y
Z3V 24

—Z3 V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (2)

Il reste encore 13 clauses :

Xo \ Y1 /(X1) =1
XoVy1VyaVziVzy

XoV —Yo V21V 2o clause unitaire ?

XoV Y1V zgV zy ~ non

XoV YoV Zo V —2Z3

—\X2 \Va —\y1 .

—Xo VY1 V o littéral pur ?

“Xo VY1 V)2 ~» Nnon

—Xo V YoV Z4
—XoV—Z1V 2o
—Z3 V 2y
Z3V 24

—Z3 V 24

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 2. Logique propositionnelle



Algorithme DPLL — Exemple (2)

Il reste encore 13 clauses :

X2V Y4

Xo VY1V YoV ZLV 2y

oV —yo V21V —2Zp clause unitaire ?
Xo NV Y1V ZzV ~+ non

XoV =YooV 2oV —Z3

X V)

6V Yy VoA, littéral pur ?
XNV V2 ~» non

—Xo V Yo V Z4

oV Zy V2o @ On essaie /(x;) = 0
—Z3 V 2y

Z3V 24

—Z3 V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (2)

Il reste encore 13 clauses :

Xo vV .y1 /(X1 ) =1
o VY1V Y2V Z1V 2z
XoV YoV 2y V =2 clause unitaire ?
Xo VY1V ZgVzy ~ non
XoV =YooV 2oV —Z3
A "
Y Y2 littéral pur ?
VT2 ~+ non
EEcan aus - ara
—N—E TV @ Onessaie /(xo) = 0
T2V @ On supprime les clauses 6 2 9
Z3\V 24
—Z3 V Zy
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Algorithme DPLL — Exemple (2)

Il reste encore 13 clauses :

ARl I(x1) =1
XYV YoV ZiV 2Zy

#NYo V24V -2 clause unitaire ?

FvY V23V 2z ~ non

HNYo V Zp V Z3

iy

Y Y Y littéral pur ?

VT2 ~+ non

—N—Y Y E T

B @ On essaie /(x) — 0

;323/\;;24 @ On supprime les clauses 6 4 9

23V 24 @ On supprime x. dans les autres clauses
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Algorithme DPLL — Exemple (3)

Il reste encore 8 clauses :
14
YiVYaVZiVz
YoV Z1V 2o
Y1V 2Z3V 2z
YoV 2oV —Z3
—Z3 V T2y
Z3V 24
—Z3V 2y
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Algorithme DPLL — Exemple (3)

Il reste encore 8 clauses :

)4
ViVYaVZiVzy
Y2V Z1V 2o clause unitaire ?
Y1V 23V oz

@ On /
AV On pose /(1)
—Z3 V T2y
Z3V 24
—|23 V Z4

=1

oui
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Algorithme DPLL — Exemple (3)

Il reste encore 8 clauses :

%_
Y2
YoV Z1V —2Zp clause unitaire ? oui

—F 23 V = Z
A v;; Y ﬂz43 @ Onpose /(y;) =1

=23V —2Zy ° On propage
Z3V 24
—|23 V Z4
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Algorithme DPLL — Exemple (3)

Il reste encore 8 clauses :

%—

YTV Y 2TV g
YoV Z1V 2o
—F 23 V —Zy
YoV 2oV —Z3
—Z3V T2y

Z3V 24

—Z3V 2y

Il reste encore 6 clauses :

YoV ZyVZp
Z3 N 2y
YoV 2oV 23
—Z3V —2Zy
Z3V 2y

—Z3V Z4

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA

clause unitaire ?

@ Onpose /(y) =1
@ On propage

oui

I(x1) =1, 1(x2) =07, I(yy) = 1
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Algorithme DPLL — Exemple (3)

Il reste encore 8 clauses :

%_
PV Yo V22
YoV Z1V —2Zp clause unitaire ? oui
—FrV-Z3 V 12y
o f—
2V 20V —Zs On pose /(yy) = 1
=23V —2Zy ° On propage
Z3V 24
—|23 V Z4

Il reste encore 6 clauses : I(x1)=1,1(x2) =07, I(y1) =1

YoV 21V =2 clause unitaire ? non
Z3V 2y littéral pur ? -y et z4
YoV 2oV Z3

—Z3V —2Zy

Z3V 2y

—Z3V Z4
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Algorithme DPLL — Exemple (3)

Il reste encore 8 clauses :

%_
VY22
Y2V ZyVazp clause unitaire ? oui
—FrvZz V 12y o
YoV 22V 2 @ Onpose /(y) =1
=23V —2Zy ° On propage
Z3V 24
ﬁZ3 V Z4
Il reste encore 6 clauses : I(x1)=1,1(x2) =07, I(y1) =1
N2y clause unitaire ? non
Z3V —Zy littéral pur ? -y et z4
—YrVEr v —Zs _
73V —2s @ Onpose /(y») =0
z3V 24 @ On propage
—Z3V Zy
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Algorithme DPLL — Exemple (4)

Il reste encore 4 clauses :  /(xy) =1, 1(x0) =07, l(yy) =1, I(y2) =
Z3 N —Zy

—Z3V T2y

Z3V 24

—Z3 V Zy
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Algorithme DPLL — Exemple (4)

Il reste encore 4 clauses :

ZrvZy
—= -2y
ZV 2y

— N2y

clause unitaire ?

littéral pur ?
@ Onessaie /(z3) = 0
@ On propage

I(x1) =1, 1(x2) =072, l(y1) =1, [(y2) =

non
non

C. Mouilleron
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Algorithme DPLL — Exemple (4)

Il reste encore 4 clauses :  /(xy) =1, 1(x0) =07, l(yy) =1, I(y2) =

ZM -z clause unitaire ? non
—E =2y littéral pur ? non
ZV 2y @ On essaie /(73) — 0

VR @ On propage

Il reste encore 2 clauses : I(x1)=1,1(x2) =07, I(y1) =1,

I(yg) =0, /(23) =07

—|Z4
Z4
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Algorithme DPLL — Exemple (4)

Il reste encore 4 clauses :  /(xy) =1, 1(x0) =07, l(yy) =1, I(y2) =

ZM -z clause unitaire ? non
—E =2y littéral pur ? non
R @ On essaie /(73) — 0
VR @ On propage
Il reste encore 2 clauses : I(x1)=1,1(x2) =07, I(y1) =1,
I(yg) =0, /(Zg) =07
—2Z4 Si on essaie /(z,) — 0, la clause 2 devient L
24 Sion essaie /(z,) — 1, la clause 1 devient L
~ backtrack I(z3) passe a 1
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Algorithme DPLL — Exemple (5)

Il reste encore 4 clauses :  /(xq) =1, [(x2) = 07, [(y1) =1, l(y2) = 0
Z3V 2y
—Z3 V 124
Z3V 24
—Z3V 24

On essaie maintenant /(z3) = 1
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Algorithme DPLL — Exemple (5)

Il reste encore 4 clauses :  /(xq) = 1, [(x2) — 072, I(y4) =1, [(y2) = 0

Z3V—Zg

ZTY 4 On essaie maintenant /(z3) = 1
Z3VZg

2z, @ On propage
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Algorithme DPLL — Exemple (5)

Il reste encore 4 clauses :  /(xq) =1, [(x2) = 07, [(y1) =1, l(y2) = 0
Z3V—Zg
ZTY 4 On essaie maintenant /(z3) = 1

2321
vz, @ On propage
Il reste encore 2 clauses : I(x1)=1,1(x2) =07, I(y1) =1,
I(y2) =0, I(z3) = 1
—Zy
Z4
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Algorithme DPLL — Exemple (5)

Il reste encore 4 clauses :  /(xq) =1, [(x2) = 07, [(y1) =1, l(y2) = 0
Z3V—Zg
ZTY 4 On essaie maintenant /(z3) = 1

@ On propage
—zrvz, propag
Il reste encore 2 clauses : I(x1)=1,1(x2) =07, I(y1) =1,
I(y2) =0, I(z3) =1
—Z4 Si on essaie /(z,) = 0, la clause 2 devient L
24 Sion essaie /(z,) = 1, la clause 1 devient L
~» backtrack I(x2) passe a 1
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Algorithme DPLL — Exemple (6)

Il reste encore 13 clauses :

X2V Y1 I(x1) =1
XoVYiVVYaVZiV 2Zy

Xo }—/|y2 \{21 V 2o On essaie maintenant /(xz) = 1
XoV Y1V Z3V—zy

XoV YoV Zo V —2Z3

X2 V Y4

—Xo VY1V oy

“Xo VY1 V)2

“Xo VYoV Zy

—XoV—Z1V 2o

—Z3 V 2y

Z3V 24

—Z3 V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (6)

Il reste encore 13 clauses :

XNy N2 N =2 On essaie maintenant /(xz) = 1

L . @ On propage

XKV =Yz v Zzv =3
=X ¥ )
=Xz v Y1V )2
=X Y1V Ve
=XV )2 V Z4
=Xz ¥ Z1 V22

—Z3 V 2y

Z3V 24

—Z3V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (7)

Il reste encore 8 clauses : I(x1) =1, 1(x2) =1

g

AR 7 clause unitaire ? oui
yivye

Y2V Z4

—Z1V 2o

—Z3 V 24

Z3V 24

—Z3V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (7)

|l reste encore 8 clauses : I(x1) =1, 1(x2) =1, I(y1) =0

e
—rV—¥z clause unitaire ?
YTV Y2
Y2V Z4
-z1V 2o clause unitaire ? oui
—Z3 V 24

Z3\V 2y

—Z3 V 24

oui
@ On pose /(y1) = 0 et on propage
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Algorithme DPLL — Exemple (7)

Il reste encore 8 clauses :

-¥T
VY2 clause unitaire ? oui
AN @ On pose /(y1) = 0 et on propage
Z1 . . .

-z1V Zp clause unitaire ? oui
—Z3 V —Zy @ Onpose /(y>) = 1 et on propage
Z3V Z - :

3o clause unitaire ? oui
—Z3 V 24
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Algorithme DPLL — Exemple (7)

Il reste encore 8 clauses : I(x1)=1,1(x2) =1, I(y1) =0
I(y2) =1, 1(z1) =1
=¥
VY2 clause unitaire ? ouli
Yoz @ On =
pose /(y1) = 0 et on propage
. . ( ) .
-2V Zp clause unitaire ? oui
nZ3 V T2y @ On pose /(y») = 1 et on propage
Z3 \V 2y o .
clause unitaire ? oui
—Z3 V Zy

@ On pose /(z) = 1 et on propage

clause unitaire ? oui
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Algorithme DPLL — Exemple (7)

Il reste encore 8 clauses : I(x1)=1,1(x2) =1, I(y1) =0
I(ye) =1, 1(z1) =1, (z2) =1
A
TV Y2 clause unitaire ? oui
PANEE @ On =
pose /(y1) = 0 et on propage
. . ( ) .
—Z N clause unitaire ? oui
nZ3 V T2y @ On pose /(y») = 1 et on propage
Z3 \V 2y o .
clause unitaire ? oui
—Z3 V 24

@ On pose /(z) = 1 et on propage
clause unitaire ? ouli
@ On pose /(z>) = 1 et on propage
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Algorithme DPLL — Exemple (8)

Il reste encore 3 clauses : I(x1) =1, l(x2) =1, I(y1) =0

/(yZ)_1al(Z1):1s 2o =1
=23V —Z4 clause unitaire ? non
Z3V Zy littéral pur? non
—Z3 V 2y
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Algorithme DPLL — Exemple (8)

Il reste encore 3 clauses : I(x1) =1,1(x2) =1,

=Zz=Zf
Z3V 24
——iZr

clause unitaire ?

littéral pur ?
@ On essaie /(z3) =0
@ On propage
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ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 2. Logique propositionnelle



Algorithme DPLL — Exemple (8)

Il reste encore 3 clauses : I(x1) =1, (x2) =1, I(y1) = 0
I(y2) =1, I(z1) =1, I(z2) =1
—Z5—2r clause unitaire ? non
Z5V- 24 littéral pur? non
—Z3 V2 @ On essaie /(z3) =0
@ On propage
Il reste encore 1 clause : I(x1)=1,1(x2) =1, I(y1) =
I(y2) =1, [(z1) =1, I(z2) =1
(z3) =
Z4 clause unitaire ? oui

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 2. Logique propositionnelle



Algorithme DPLL — Exemple (8)

Il reste encore 3 clauses : I(x1) =1, (x2) =1, I(y1) = 0
I(y2) =1, 1(z1) =1, [(z2) = 1
—Z5—2r clause unitaire ? non
Z5V- 24 littéral pur? non
—Z3 V2 @ On essaie /(z3) =0
@ On propage
Il reste encore 1 clause : I(x1)=1,1(x2) =1, I(y1) =
I(y2) =1, [(z1) =1, I(z2) =1
(z3) =
2 clause unitaire ? oui

@ Onpose /(z4) = 1
@ On propage
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Algorithme DPLL — Exemple (9)

Il reste O clause ~~ probleme satisfiable

X1V =X VY1V ayaV—zoV-zy Interprétation valide =
%2V I(x1) = 1
Xo VY1 VYoV Z1V 2z

XoV YoV Zy V2o I(XZ) =1
X2V Y1V ZzVzy I(y1) =0
XoV YoV Zo V —Z3

XV oy I(y2) =1
X2 VY1V oy (z1) =1
“XeVy1 Ve (z5) =1
—Xo V =)o V Z4

—XoV —Z1V 2o /(23) =0
—Z3V =2z I(z4) =1
Z3V 24

—Z3V 2y
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e Déduction naturelle
@ Séquents et régles de la déduction naturelle
@ Preuve en déduction naturelle
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e Déduction naturelle
@ Séquents et régles de la déduction naturelle
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Un séquent est un couple noté ' F, ou : F se lit « thése »
o [ est un ensemble de formules,
@ F une formule.

I = contexte du séquent hypothéses
F = conclusion du séquent formule a prouver
Séquent =

@ purement syntaxique
@ élément de base d’une preuve en déduction naturelle

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 2. Logique propositionnelle



Sequents prouvables (1)

Lensemble des séquents prouvables est défini inductivement par :

rFrF (&)
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Sequents prouvables (1)

Lensemble des séquents prouvables est défini inductivement par :

rEFE (@)
LFFG (FF=G I-F
e cled e &9
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Sequents prouvables (1)

Lensemble des séquents prouvables est défini inductivement par :

FFFF (ax)

%(ﬁﬂ FI—F?FGGFI—F(:%)
TrEre ) SRS 09 St 09)
e () FrreG ()

rFFVG LFEH LGHH
reH (Ve)

F,FFL(T) FEoF TEF r-FE1L
re-F " e L ¢
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Sequents prouvables (1)

Lensemble des séquents prouvables est défini inductivement par :

FFFF (ax)

%(ﬁﬂ FI—F?FGGFI—F(:%)
TrEre ) SRS 09 St 09)
e () FrreG ()

rFFVG LFEH LGHH
reH (Ve)

F,FFL(T) FEoF TEF r-FE1L
re-F " e L ¢
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Séquents prouvables (2)

Chaque regle peut :
@ étre appliquée en remplagant I', F, G, H selon le contexte

@ se lire de haut en bas vérification de preuve

i = introduction
e = éliminiation
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Séquents prouvables (2)

Chaque regle peut :

@ étre appliquée en remplagant I', F, G, H selon le contexte

@ se lire de bas en haut construction de preuve
i =incinération
e = exploitation
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Lecture des regles (1)

On peut toujours

— (ax) \)déduire F a partir
NLEFF del,F

partirde I', F il n’y

Pour prouver F a <\
a rien a faire
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Lecture des régles (1)

On peut toujours

—— (ax) déduire F a partir
rF-EF

Pour prouver F a
partirde I', F il n’y <\

a rien a faire del,F
Pour prouver F — G Si G est vraie sous
P ’ rF-G y | I'hypothése F, alors
on suppose F et on — (=) N
rFF=aG on a le théoreme
montre G
F=G
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Lecture des régles (1)

On peut toujours

— (ax) déduire F a partir
rF-F

Pour prouver F a
partirde I', F il n’y <\

a rien a faire del,F
Pour prouver F — G Si G est vraie sous
P ’ rLFEG \ | I'hypothése F, alors
on suppose F et on — (=) N
rFF=aG on a le théoreme
montre G
F=G

Pour prouver G, on Du théorem
prouve le théoréme r’kF=G TFF (=) Fu:> g‘oefdeeF
F = G et son hypo- r-a e P ’
these F on déduit G
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Lecture des regles (2)

Pour prouver

FF Tk
F A G, il suffit de <\ S \)c?gdzte;cj,gn
montrer F et G reFaG
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Lecture des regles (2)

Pour prouver
-F TFG
F A G, il suffit de <\ FAG () \) c?:dzte/t-'%gn
montrer F et G FEFA
Pour prouver F, <\ FFAG \)De FAG,on
on va montrer ——F= (Ne) sduit F |
on ve r-F déduit F
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Lecture des regles (3)

Pour prouver —F,
on va supposer F
et montrer que c’est
absurde

rFEEL (=) Si F est absurde,
MF-F ’ on en déduit -F
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Lecture des régles (3)

Pour prouver —F,

on va supposer F LFEL ) Si F est absurde,
et montrer que c’est Mr--F ! on en déduit =F
absurde

contradiction, on on arrive a une
M= 1

Pour montrer une (\ re-F reF ( )\) De —-F et F,
e
montre —-F et F contradiction
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Lecture des régles (3)

Pour prouver —F,

on va supposer F LFEL ) Si F est absurde,
et montrer que c’est Mr--F ! on en déduit =F
absurde

Pour mgn.trer une e oF reF De ﬂI-T et \F,
contradiction, on 1 (—e) |on arrive & une

montre —-F et F contradiction

Pour prouver F, on

va supposer —F et -FFEL (Lo) Si —F est absurde,
montrer que c’est r-F ¢ on en déduit F
absurde
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Lecture des regles (4)

Pour prouver F Vv G, r=F (v9) De F (ou ), 0n
on va montrer F r-Fvg ' en déduit FVv G
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Lecture des régles (4)

Pour prouver F Vv G, r=F (v9) De F , on
on va montrer F r-FvaG ! en déduit Fv G

Siona FV G, quon

Pour prouver H, Ar Fyv G rTFFH T,GFH peut déduire H de
on raisonne par <\ (\/e)\> F, et H de G, alors
cas sur FV G. reH on en déduit H (dans

tous les cas)
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e Déduction naturelle

@ Preuve en déduction naturelle
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

Fp = (p=9) =g
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

Fp= (pP=9) =4q

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 2. Logique propositionnelle



Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

pE(P=9q) = q
Fp= (P=a9)=q

(=)
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

p-(p=49) = q
Fp = (P=q)=q

(=)
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

p-(p=49) = q
Fp = (P=q)=q

(=)
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

p,p=qtkaq
pF(p=0q) = q
Fp = (p=9) =g

(=)
(=)
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

p,p=qtq
p-(p=49) = q
Fp = (P=q)=q

(=1)
(=)
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

p,p=qtq
p-(p=49) = q
Fp = (P=q)=q

(=1)
(=)
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

p.p=qkp=q p.p=qtp
(=e)
p,pP=q9tq (=)
pH(P=4q = q (;_)
Fp= (p=q) =>q '

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 2. Logique propositionnelle



Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

p,p=qtp=-q p,p=qtp
(=e)
p,p=qtq
(=)
p-(p=q) = q (=)
Fp= (p=q) =>q '

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 2. Logique propositionnelle



Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

(aX) R E—
, = = , =
p.p=qgFp=q p,p ql—p( N

p,p=qtq
(=)
p-(p=q) = q (=)
Fp= (p=q) =>q '
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

(ax) (ax)

p,p=qtp=-q p,p=qtp
(=e)
p,p=qtq
(=)
p-(p=q) = q (=)
Fp= (p=q) =>q '
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 1

Objectif : démontrer +Fp=(p=9)=q

(ax)

— (aX
p.p=qtp=gq p,péqkpgée))

p,p=qtFq
(=)
p-(p=q) = q (=)
Fp= (p=q)=>q" "'
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

—

F=AvV-A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

~F FL
F=Av-A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

“F FA A
-F 1 e
F=AVv-A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

e FL

-F I—A(J'c) -F I—ﬁA( )
-F 1 e
F=AvV-A
[g=-F,—-A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

¢ F-F e FF
e FL | (%e)
“F FA ) —F l—ﬁA( )
-F 1 e
F=Av-A
[g=—F,-A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

e F-F @) T FF
e I—J_(J_) (Ze)
“F A\ FEA
-F 1 e
F=Av-A
[g=—F, A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

e F-A,
e r-F &) 7o F (VD)
e FL | (e)
“F FA L) FEA
-F F1 e
F=AV-A
g =—F,-A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

(ax) ¢ A (3);)
¢ F-F e FF V1)
e FL | (e)
“F FA L) F FoA
-F 1 e
F=Av-A
[g=-F,-A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

o e A
¢ F-F e FF (VD)
e L1 | (e) p FL
“F FA L) -F F-A (ﬁ’))
-F 1 e
F=Av-A
[g=—F,—A
[p=-F,A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

(ax) u (3);)
6 F-F Mg l—F(( i)) b F-F b FF

e L1 | e o FL , (e)

“F FA L) -F +F-A (ﬁ’))
-F 1 e
F=Av-A
[g=-F,-A
[p=—F,A

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 2. Logique propositionnelle



Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

— (ax)
fo A d
e FoF @) T FF ((Vf)) T F-F @) o EF
e L1 | e o FL , (e)
“F FA L) -F +F-A Eﬁ’))
-F 1 e
F=Av-A
fg=-F,—A
Mp=-F,A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

- aX
e F-A (&)

g F-A h FA g
e F-F &) T, l—F((v")) o FoF @) e F V)
M(L) e g( ) )
~-F FA“°® ~F I—ﬁA(ﬂ’)
-F 1 e
F=Av-A
[g=-F,—-A
Mp=-F,A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer FAV-A

(ax) (ax)
o F A o FA\X
o F-F @) 7 l—F((v")) o r-F &) e (V)
e L1 | e o F.L (e)
“F A “F I—AE’))
-F 1 e
F=Av-A
Mg =-F,-A
[p=-F.A
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Preuve en déduction naturelle — Exemple 2

Objectif : démontrer THAV-A

 wy e AS) L TorrAS)
Mg, M'==F fg,I=F ! Mp,M+—=F Mp,T=F 1
FG,FI—J_(J_) (7e) Mp, T L ) (7
-FTHFAY® -F.ITF-A; "
~FrEL (e)
rrF )
F=AvVv-A
[g=—F,—A
p=-F,A
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Prouvabilité VS Sémantique

Théoreme

Si I un ensemble fini de formules et F une formule, alors :

@ I+ Fimpliquel = F correction

correction = tout séquent prouvable est (sémantiquement) correct
~~ preuve possible par induction sur les regles
but : montrer que chaque régle est correcte
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Prouvabilité VS Sémantique

Théoreme

Si I un ensembile fini de formules et F une formule, alors :
@ I+ Fimpliquel = F correction
@ [ = Fimpliquel F F complétude

correction = tout séquent prouvable est (sémantiquement) correct
~~ preuve possible par induction sur les regles
but : montrer que chaque régle est correcte

complétude = tout ce qui peut étre montré sémantiquement est aussi

prouvable avec un arbre
~» preuve dure!!!
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Regles dérivables

Regle dérivable = régle dont la conclusion peut-étre dérivée des
préemisses a I'aide des régles de la déduction naturelle

cf exemple 2 précédent
———— (dec)
rAv-A
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Regles dérivables

Regle dérivable = régle dont la conclusion peut-étre dérivée des
préemisses a I'aide des régles de la déduction naturelle

cf exemple 2 précédent
———— (dec)
r’EAvV-A

FEAv=A (%) arp roARB
(te) r-B e

A-B T,-A+B
rFB
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Regles dérivables

Regle dérivable = régle dont la conclusion peut-étre dérivée des
préemisses a I'aide des régles de la déduction naturelle

cf exemple 2 précédent
———— (dec)
r’EAvV-A

FEAv_A (%) ap [oAFB
(te) r-B e

MA-B T,-A+B
B
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Plan

Q Bilan
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Bilan sur la logique propositionnelle

Onavu:
@ syntaxe des formules déf. inductive (ensemble)
@ semantigue des formules déf. inductive (fonction)

@ preuves des formules de 4 maniéres différentes
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Bilan sur la logique propositionnelle

Onavu:
@ syntaxe des formules déf. inductive (ensemble)
@ semantigue des formules déf. inductive (fonction)

@ preuves des formules de 4 maniéres différentes

Tables de vérité
v/ simple
X inefficace en pratique
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Bilan sur la logique propositionnelle

Onavu:
@ syntaxe des formules déf. inductive (ensemble)
@ semantigue des formules déf. inductive (fonction)

@ preuves des formules de 4 maniéres différentes

Tables de vérité Preuves sémantiques
v/ simple v/ complet / synthétique
X inefficace en pratique X non vérifiable par ordi.
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Bilan sur la logique propositionnelle

Onavu:
@ syntaxe des formules déf. inductive (ensemble)
@ semantigue des formules déf. inductive (fonction)

@ preuves des formules de 4 maniéres différentes

Tables de vérité Preuves sémantiques
v/ simple v/ complet / synthétique
X inefficace en pratique X non vérifiable par ordi.

Preuves via SAT / algo. DPLL
v/ codes existants
X pas forcément efficace
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Bilan sur la logique propositionnelle

Onavu:
@ syntaxe des formules déf. inductive (ensemble)
@ semantigue des formules déf. inductive (fonction)

@ preuves des formules de 4 maniéres différentes

Tables de vérité Preuves sémantiques
v/ simple v/ complet / synthétique
X inefficace en pratique X non vérifiable par ordi.

Déduction naturelle (arbres)

v/ vérifiable par ordi.

v/ preuve compréhensible

X pas de code donnant I'arbre

Preuves via SAT / algo. DPLL
v/ codes existants
X pas forcément efficace
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