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Limites du calcul propositionnel (1)

Comme traduire :
« Tous les humains sont mortels
et Socrate est un humain,
donc Socrate est mortel »
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Limites du calcul propositionnel (1)

Comme traduire :

« Tous les humains sont mortels
et Socrate est un humain,
donc Socrate est mortel »

Solution 1 :
@ p = « Tous les humains sont mortels »
@ g = « Socrate est un humain »
@ r = « Socrate est mortel »
° (pAQg) =T
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Limites du calcul propositionnel (1)

Comme traduire :

« Tous les humains sont mortels
et Socrate est un humain,
donc Socrate est mortel »

Solution 1 :

@ p = « Tous les humains sont mortels »
@ g = « Socrate est un humain »

@ r = « Socrate est mortel »

@ (pAQ) =T

Incorrecte : p A @ = r n’est pas une tautologie
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Limites du calcul propositionnel (2)

Comme traduire :

« Tous les humains sont mortels
et Socrate est un humain,
donc Socrate est mortel »

Solution 2 :

@ py = « Forest est mortel », po = « Socrate est mortel »,. ..
@ g1 = « Forest est un humain », g» = « Socrate est un humain »,. ..
® (AienPi) A (Njen Qi) = P2
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Limites du calcul propositionnel (2)

Comme traduire :

« Tous les humains sont mortels
et Socrate est un humain,
donc Socrate est mortel »

Solution 2 :

@ py = « Forest est mortel », po = « Socrate est mortel »,. ..
@ g1 = « Forest est un humain », g» = « Socrate est un humain »,. ..
® (AienPi) A (Njen Qi) = P2

Pas exploitable : formule de taille infinie
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Limites du calcul propositionnel (3)

Comme traduire :

« Tous les humains sont mortels
et Socrate est un humain,
donc Socrate est mortel »

Solution 3 : logique du premier ordre
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0 Syntaxe des formules en logique du premier ordre
@ Variables libres, variables liges
@ Sémantique

@ Preuves par déduction naturelle
@ Séquents et nouvelles régles
@ Preuves en déduction naturelle
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0 Syntaxe des formules en logique du premier ordre
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Premier ordre — Syntaxe (1)

Un langage £ est la donnée de :
@ un ensemble de symboles de fonctions F munies de leurs arités,
@ un ensemble de symboles de relations R munies de leurs arités.

arité = nb. d’arguments
constante = fonction d’arité 0
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Premier ordre — Syntaxe (1)

Un langage £ est la donnée de :
@ un ensemble de symboles de fonctions F munies de leurs arités,
@ un ensemble de symboles de relations R munies de leurs arités.

arité = nb. d’arguments
constante = fonction d’arité 0

Sur notre exemple :
o F = {Socrate : 0}
© R ={Humain:1, Mortel:1}
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Premier ordre — Syntaxe (2)

Etant donné un langage £ et un ensemble infini de variables V, on
définit 'ensemble 7 des termes inductivement par :

(By) siveVvalorsveT,

(K7) si f est un symbole de fonction d’arité n, etsi ty,...,th € T,
alors f(ty,...,th) € T.
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Premier ordre — Syntaxe (3)

Lensemble F des formules est défini inductivement par :

(By) SiReRestdarité netsit,...,1t, sontdes termes,
alors R(ty,...,ty) € F

Si F ¢ F,alors -F € F

(K1)

(Ko) SiFi e FetFoe Fetsioe {A,V,=},alors FioF e F
(K3) Si F estune formule et x est une variable, alors Vx. F € F
(Ka)

Si F est une formule et x est une variable, alors 3x. F ¢ F.
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Les quantificateurs

Priorittdevetd = aprées= = la+ faible

vx. R(f(x.y), g(y)) = R(x,2)

se lit
VX‘ (H(f(xvy)7 g(y)) = R(X7 Z))
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Les quantificateurs

Priorittdevetd = aprées= = la+ faible

vx. R(f(x.y), g(y)) = R(x,2)

se lit
VX‘ (H(f(xvy)7 g(y)) = R(X7 Z))

V et 3 sont des quantificateurs. lIs lient (et contraignent) les variables
dans leur portée (en dessous d’eux).

v R(f(x. ). o))
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Les quantificateurs

Priorittdevetd = aprées= = la+ faible

vx. R(f(x.y), g(y)) = R(x,2)

se lit
VX‘ (H(f(xvy)7 g(y)) = R(X7 Z))

V et 3 sont des quantificateurs. lIs lient (et contraignent) les variables
dans leur portée (en dessous d’eux).

R(x,Zz) AVx. R(f(x,y), g(y))
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Les quantificateurs

Priorittdevetd = aprées= = la+ faible

vx. R(f(x.y), g(y)) = R(x,2)

se lit
VX‘ (R(f(xvy)7 g(y)) = R(X7 Z))

V et 3 sont des quantificateurs. lIs lient (et contraignent) les variables
dans leur portée (en dessous d’eux).

R(x,Zz) AVx. R(f(x,y), g(y))

Le nom des variables liées n’a pas d’'importance en soi.
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@ Variables libres, variables liges
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Variables libres (1)

La fonction FV : T — P(V), qui prend un terme t et renvoie 'ensemble
des variables dans t, est définie inductivement (sur les termes) par :

(By) sit=x,alors FV(t) = {x}
(Ky) sit="1(ty,...,tn), alors FV(t) = FV(t;)U---UFV(ty).
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Variables libres (1)

La fonction FV : T — P(V), qui prend un terme t et renvoie 'ensemble
des variables dans t, est définie inductivement (sur les termes) par :

(By) sit=x,alors FV(t) = {x}
(Ky) sit="1(ty,...,tn), alors FV(t) = FV(t;)U---UFV(ty).

FV = free variables

un terme t n’a pas de quantificateur
= aucune variable liée
= toutes les variables de t sont libres dans ¢
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Variables libres (2)

La fonction FV : 7 — P(V), qui prend une formule F et renvoie
'ensemble des variables libres dans F, est définie inductivement
(sur les formules) par :

(By) SiF=R(t,...,t,), alors FV(F) = FV(t;)U--- U FV(t)
(K) Si F = —F; alors FV(F) = FV(F;)

(Ko) Si F=FyoFoloc{AV,=}, alors FV(F) = FV(F) U FV(F)
(Ks) Si F =vx. Fy alors FV(F) = FV(F;)\ {x}

(Ky) Si F =3x.F alors FV(F) = FV(F;)\ {x}.
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Variables libres (2)

La fonction FV : 7 — P(V), qui prend une formule F et renvoie
'ensemble des variables libres dans F, est définie inductivement
(sur les formules) par :

(By) SiF=R(t,...,t,), alors FV(F) = FV(t;)U--- U FV(t)
(K) Si F = —F; alors FV(F) = FV(F;)

(Ko) Si F=FyoFoloc{AV,=}, alors FV(F) = FV(F) U FV(F)
(Ks) Si F =vx. Fy alors FV(F) = FV(F;)\ {x}

(Ky) Si F =3x.F alors FV(F) = FV(F;)\ {x}.

formule close = formule sans variable libre
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a-équivalence

Définition («-équivalence)

On dit que deux formules F et G sont a-équivalentes, et on note

F =, G, lorsque F et G sont identiques a renommage des variables
liées pres.

R(x,z) NYx. R(f(x,¥),9(¥)) =a R(x,z)AVu.R(f(u,y),a(y))
Za R(u,z) ANYU.R(f(u,y),9(y))
Za RO, 2)AYY. R(F(v,y),9(¥))
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Substitution (1)

Idée : remplacer dans F toutes les occurrences libres de y par u

F est une formule
y est une variable
u est un terme quelconque

Sur les termes, la substitution de y par u dans t, notée t[y := u], est
définie inductivement par :

u six=y
X sinon
(Ky) Sit=f(ty,...,th)alors tly .= u] = f( [y :=u],..., tly :=u])

(By) Sit=x,alors t[y := u] = {
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Substitution (2)

Sur les formules, la substitution de y par u dans F, notée Fly := u],
est définie inductivement par :
(Bi) Si F=A(t,...,t),

alors Fly :=u]l = R(tily :==u],..., thly == u])

(Ky) Si F==Fy,alors Fly := u] = = F1[y == u]

(Ko) SiF=FioFouoe{AV,=},
alors Fly := u] = Fi[y := u] ¢ Faly == u]
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Substitution (2)

Sur les formules, la substitution de y par u dans F, notée Fly := u],
est définie inductivement par :

(By) Si F=R(t,...,t0),
alors Fly :=u]l = R(tily :==u],..., thly == u])
(Ky) Si F==Fy,alors Fly := u] = = F1[y == u]

(Ko) SiF=FioFouoe{AV,=},
alors Fly := u] = Fly := u] ¢ Foly = u]
(K34) Si F = 0x. F1 ou e {V, 3},
F six=y
alors Fly :=u]l =< Ox. Fily :=u] six#y
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Substitution (2)

Sur les formules, la substitution de y par u dans F, notée Fly := u],
est définie inductivement par :

(B)) SiF=R(t,....t),
alors Fly == u] = R(tly := u]..... taly := u])

(Ky) Si F==Fy,alors Fly := u] = = F1[y == u]

(Ko) SiF=FioFouoe{AV,=},
alors Fly := u] = Fi[y := u] ¢ Faly == u]

(K34) Si F = 0x. F1 ou e {V, 3},

F six=y
alors Fly :=u]l =< Ox. Fily :==u] six#yetx¢ FV(u)
probleme six#yetxe FV(u)

si besoin, renommer x dans u («a-équivalence)
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@ Sémantique
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Sémantique (1)

Objectif = donner un sens aux formules.

Besoins :
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Sémantique (1)

Objectif = donner un sens aux formules.

Besoins :
@ interpréter les symboles de fonctions et de prédicats
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Sémantique (1)

Objectif = donner un sens aux formules.

Besoins :
@ interpréter les symboles de fonctions et de prédicats
@ interpréter les quantificateurs

reste déja traité avec la logique propositionnelle
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Interprétation et valuation en logique du premier ordre

Soit £ un langage fixé.

Une interprétation (ou modeéle) / est la donnée de :

@ un ensemble non vide D appelé domaine
@ pour chaque fonction f € £ d’arité n, une fonction f;: D" — D
@ pour chaque prédicat R € £ d’arité n, un prédicat R, : D" — B.
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Interprétation et valuation en logique du premier ordre

Soit £ un langage fixé.

Une interprétation (ou modeéle) / est la donnée de :

@ un ensemble non vide D appelé domaine
@ pour chaque fonction f € £ d’arité n, une fonction f;: D" — D
@ pour chaque prédicat R € £ d’arité n, un prédicat R, : D" — B.

Une valuation o est une fonction de V dans D.

o dépend de D, donc de /
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Sémantique (2)

Linterprétation d’'un terme t dépend de :
@ linterprétation / choisie
@ la valuation o.

On la note /(o, t).
I(o,-): T —D
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Sémantique (2)

Linterprétation d’'un terme t dépend de :
@ linterprétation / choisie
@ la valuation o.

On la note /(o, t).

I(o,-): T —D
Elle est définie inductivement par :
(By) sit=x,alors I(o,t) = o(x)
(Ky) sit=1(t,...,tn), alors l(o,t) = fi( (o, ), ..., I(0,tn))
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Sémantique (3)

Linterprétation d’'une formule F dépend aussi de :
@ linterprétation / choisie
@ la valuation o.

On la note /(o, F).
I(o,-): T —B
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Sémantique (3)

Linterprétation d’'une formule F dépend aussi de :
@ linterprétation / choisie
@ la valuation o.

On la note /(o, F).
I(o,-): T —B

I(o, F) est défini inductivement par :

(By) Si F=R(t,...,t),alors I(c,F) = Ri(I(o, t),...,1(0,t))

(Ky) Si F==Fy,alors I(o,F) == 1(o, Fy)

(K2) SiF=FioFouce{A,V,=},alors I(o,F) = (o, F1) % (o, F)
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Sémantique (4)

I(o, F) est défini inductivement par :

(K3) Si F=Vx.Fy,
alors I(o, F) = {

(K,) Si F=3x.Fy,
alors I(0, F) = {

1sil(?,F)=1pourtoutve D
0 sinon

1si/(?,F)=1pouraumoinsunv e D
0 sinon

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 3. Premier ordre



Sémantique (4)

Etant donnée une valuation o, une variable x et v € D,
olx/v](x) =v
alx/vi(y) =o(y)six #y

o[x/v] = o ou on a remplacé la valeur de x par v

on définit la valuation o[x/v] par {

I(o, F) est défini inductivement par :

(Ks) Si F =Vx.Fy,
alors I(o, F) = {

(K,) Si F=3x.Fy,
alors I(0, F) = {

1sil(o[x/v],F) =1 pourtoutv € D
0 sinon

1sil(o[x/v],F) =1 pourau moinsun v € D
0 sinon
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Quelques remarques et définitions

@ /(o, F) ne dépend que de / et des valeurs des variables libres de F
@ Si F est une formule close, alors I(o, F) ne dépend pas de o
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Quelques remarques et définitions

@ /(o, F) ne dépend que de / et des valeurs des variables libres de F
@ Si F est une formule close, alors I(o, F) ne dépend pas de o

@ Quand /(o, F) =1, on dit que /, o satisfait F eton note I,o = F
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Quelques remarques et définitions

@ /(o, F) ne dépend que de / et des valeurs des variables libres de F
@ Si F est une formule close, alors I(o, F) ne dépend pas de o

@ Quand /(o, F) =1, on dit que /, o satisfait F eton note I,o = F
@ Si /(o, F) = 1 pour tout / et tout o, on dit que F est valide
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Quelques remarques et définitions

@ /(o, F) ne dépend que de / et des valeurs des variables libres de F
@ Si F est une formule close, alors I(o, F) ne dépend pas de o

@ Quand /(o, F) =1, on dit que /, o satisfait F eton note I,o = F
@ Si /(o, F) = 1 pour tout / et tout o, on dit que F est valide

@ Onnote /,0 =T lorsque I,0 |= F pourtout F € T
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Quelques remarques et définitions

@ /(o, F) ne dépend que de / et des valeurs des variables libres de F
@ Si F est une formule close, alors I(o, F) ne dépend pas de o

@ Quand /(o, F) =1, on dit que /, o satisfait F eton note I,o = F
@ Si /(o, F) = 1 pour tout / et tout o, on dit que F est valide

@ Onnote /,0 =T lorsque I,0 |= F pourtout F € T
@ Siln'yapasde l,otelque I,0 =T, on dit que I est contradictoire
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Quelques remarques et définitions

@ /(o, F) ne dépend que de / et des valeurs des variables libres de F
@ Si F est une formule close, alors I(o, F) ne dépend pas de o

@ Quand /(o, F) =1, on dit que /, o satisfait F eton note I,o = F
@ Si /(o, F) = 1 pour tout / et tout o, on dit que F est valide

@ Onnote /,0 =T lorsque I,0 |= F pourtout F € T
@ Siln'yapasde l,otelque I,0 =T, on dit que I est contradictoire

@ On dit que F se déduit sémantiquement de I'
lorsque I, o =T implique (o, F) =1 YEF

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 3. Premier ordre 23/33



Quelques remarques et définitions

@ /(o, F) ne dépend que de / et des valeurs des variables libres de F
@ Si F est une formule close, alors I(o, F) ne dépend pas de o

@ Quand /(o, F) =1, on dit que /, o satisfait F eton note I,o = F
@ Si /(o, F) = 1 pour tout / et tout o, on dit que F est valide

@ Onnote /,0 =T lorsque I,0 |= F pourtout F € T
@ Siln'yapasde l,otelque I,0 =T, on dit que I est contradictoire

@ On dit que F se déduit sémantiquement de I

lorsque I, o =T implique (o, F) =1 YEF
@ On dit que F et G sont sémantiquement équivalentes
lorsque {F} = Get{G} | F. F=G
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Equivalences classiques

Celles de la logique propositionnelle

Vx.Vy.F =Vy.Vx. F
dx.dy. F=3y.Ix. F
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Equivalences classiques

Celles de la logique propositionnelle

Vx.Vy.F =Vy.Vx. F
dx.dy. F=3y.Ix. F

—-Vx.F =3x.-F
—-3x. F =Vx.-F
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Equivalences classiques

Celles de la logique propositionnelle

Vx.Vy.F =Vy.Vx. F
dx.dy. F=3y.Ix. F

—-Vx.F =3x.-F
—-3x. F =Vx.-F

(VX.F1)/\FQEVX.F1/\F2 SIX¢FV(F2)
(E|X. F1)/\F2 =3dx.F A F SiX¢ FV(Fg)
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Equivalences classiques

Celles de la logique propositionnelle

Vx.Vy.F =Vy.Vx. F
dx.dy. F=3y.Ix. F

—-Vx.F =3x.-F
—-3x. F =Vx.-F

(VX.F1)/\FQEVX.F1/\F2 SIX¢FV(F2)
(E|X. F1)/\F2 =3dx.F A F SiX¢ FV(Fg)

(VX.F1)\/FQEVX.F1\/F2 SIX¢FV(F2)
(Ox.F)VF=3x.FVF six¢FV(F)
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6 Preuves par déduction naturelle
@ Séquents et nouvelles régles
@ Preuves en déduction naturelle
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6 Preuves par déduction naturelle
@ Séquents et nouvelles régles
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Séquents prouvables (3)

On repart des séquents I = F vus en logigue propositionnelle :
@ F peut désormais étre une formule de logique du premier ordre
@ on garde les 13 regles définissant les séquents prouvables
@ on ajoute quatre nouvelles régles
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Séquents prouvables (3)

On repart des séquents I = F vus en logique propositionnelle :
@ F peut désormais étre une formule de logique du premier ordre
@ on garde les 13 regles définissant les séquents prouvables
@ on ajoute quatre nouvelles régles

'F xnonlibredans T (v))
Mr=vx.F !

CEVXF )
TEFlx=4"°

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 3. Premier ordre



Séquents prouvables (3)

On repart des séquents I = F vus en logique propositionnelle :
@ F peut désormais étre une formule de logique du premier ordre
@ on garde les 13 regles définissant les séquents prouvables
@ on ajoute quatre nouvelles régles

'F xnonlibredans T (v))
Mr=vx.F !

CEVXF )
TEFlx=4"°

[ Flx =]
A

N-3x.F T,F+G xnonlbredansT,nidans G
-G (3e)
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Lecture des regles (5)

Pour prouver Si F est vraie pour
vx. F, on fixe un = F xnon libre dans I (v;) | un X quelconque,
X quelconque et M-vx. F " | alors on en déduit
on démontre F Vx.F
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Lecture des régles (5)

Pour prouver Si F est vraie pour
Vx. F, on fixe un = F xnon libre dans I (v;) | un X quelconque,
X quelconque et r=vx. F " | alors on en déduit
on démontre F Vx.F

Pour prouver qu'une Si Vx. F est vraie,

propriéte F e?‘ vraie r=vx. F alors cela reste vrai
pour un certain t, il (Ve) ) .. |
suffit de montrer que MEFix:=1 Si on remplace x par

F est vraie pour tout x un t quelconque
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Lecture des regles (6)

Pour prouver 3x. F, Si F est vrai
il suffit de fournir une <‘ M-Fix:=1 3 \) |7 o8 VAl POl
1

valeur t pour laquelle r-3ax. F ?nvslgili; rnt,a;a(lo,_[s
F est vraie ’
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Lecture des régles (6)

Pour prouver 3x. F, Si F est vrai
il suffit de fournir une (‘ M-Fix:=1 3 \) oSt vials pour
]

la valeur t, alors

valeur { pour laquelle | T 3x F on a bien 3x. F

Pour montrer G, S'’il existe un

on peut montrer x non libre X quelconque
que Festvraie [ TF3x.F T,FFG dansT, G (3,)) rendant F vraie,
pour un certain r-Gg letsi F permet
X quelconque et de montrer G,
utiliser F. alors G est vraie

Je <— Ve
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6 Preuves par déduction naturelle

@ Preuves en déduction naturelle
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Retour sur I'exemple de Socrate (1)

Comme traduire :
« Tous les humains sont mortels
et Socrate est un humain,
donc Socrate est mortel »
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Retour sur I'exemple de Socrate (1)

Comme traduire :

« Tous les humains sont mortels
et Socrate est un humain,
donc Socrate est mortel »

Solution 3 : logique du premier ordre

@ H(x) = « x est humain » Q@ vx. H(x) = M(x)
@ M(x) = « x est mortel » Q H(s)
@ s =« Socrate »

But: 1,2-M(s) *?

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 3. Premier ordre



Retour sur I'exemple de Socrate (2)

But: Vx.H(x)= M(x), H(s)F M(s) ?

On pose I = { Y x. H(x) = M(x), H(s) }

= M(s)

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 3. Premier ordre



Retour sur I'exemple de Socrate (2)

But: Vx.H(x)= M(x), H(s)F M(s) ?

On pose I = { Y x. H(x) = M(x), H(s) }

= M(s)
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Retour sur I'exemple de Socrate (2)

But: Vx.H(x)= M(x), H(s)-M(s) 7

On pose I = { Y x. H(x) = M(x), H(s) }

[ H(s) = M(s) M+ H(s)
M= M(s)
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Retour sur I'exemple de Socrate (2)

But: Vx.H(x)= M(x), H(s)-M(s) 7

On pose I = { ¥V x. H(x) = M(x), H(s) }

[ H(s) = M(s) M+ H(s)
M= M(s)
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Retour sur I'exemple de Socrate (2)

But: Vx.H(x)= M(x), H(s)-M(s) 7

On pose I = { ¥V x. H(x) = M(x), H(s) }

= Vx. H(x) = M(x)
M= H(s) = M(s)
M= M(s)

(\V/e) m

(=e)
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Retour sur I'exemple de Socrate (2)

But: Vx.H(x)= M(x), H(s)-M(s) 7

On pose I = { Y x. H(x) = M(x), H(s) }

(ax)

(\V/e) m

= Vx. H(x) = M(x)
M= H(s) = M(s)
M= M(s)

(=e)
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Retour sur I'exemple de Socrate (2)

But: Vx.H(x)= M(x), H(s)-M(s) 7

On pose I = { Y x. H(x) = M(x), H(s) }

= Vx. H(x) = M(x) (ax)

M H(s) = M(s) (Ve) 71 H(s)
= M(s)

C. Mouilleron ENSIIE — FISA 1A 2024-2025 — LOMA 3. Premier ordre



Prouvabilité VS Sémantique

Théoréme
Si F est une formule close, alors :

@ + Fimplique £ F correction

correction = tout séquent prouvable est (sémantiquement) correct
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Prouvabilité VS Sémantique

Théoréme

Si F est une formule close, alors :
@ + Fimplique £ F correction
@ = Fimplique F F complétude

correction = tout séquent prouvable est (sémantiquement) correct

complétude = tout ce qui peut étre montré sémantiquement est aussi
prouvable avec un arbre
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Prouvabilité VS Sémantique

Théoréme

Si F est une formule close, alors :
@ + Fimplique £ F correction
@ = Fimplique F F complétude

correction = tout séquent prouvable est (sémantiquement) correct

complétude = tout ce qui peut étre montré sémantiquement est aussi
prouvable avec un arbre

~ preuve trés dure!!! thm. de complétude de Gédel
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Prouvabilité VS Sémantique

Théoréme

Si F est une formule close, alors :
@ + Fimplique £ F correction
@ = Fimplique F F complétude

correction = tout séquent prouvable est (sémantiquement) correct

complétude = tout ce qui peut étre montré sémantiquement est aussi
prouvable avec un arbre

~ preuve trés dure!!! thm. de complétude de Gédel

~+ complétude perdue si on étend trop la logique du 1¢" ordre
thm. d'incomplétude de Gddel
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