TD n°4 : Cobne tangent.

Optimisation mathématique

Exercice 1 — Qualification de Arrow, Hurwicz et Uzawa

On considére le probléme (P) de miniiniser f(z) sous contrainte que g;{(z) < 0, pour tout
i € [1;m]. On note § = {z: g;(z) < 0,vi € [1;m]}. L’ensemble des solutions réalisables.

Soit £* € 9, on définit

— I(z*) = {i : gi(z) = 0} (les contraintes saturés en z*)

— J{z*) = {i € I{x*) : g; concave } (les contraintes concaves saturées en z*).

On suppose que

— pour tout ¢ & I(z*). alors g; est continue en z*

— pour tout autre i, g; est ! sur R™,

{ Vgi(z*)ey <0, Vie J(z*)

Bufin, s0it Fo(e) = (V' ggizriey <0, Ve I(z*)\J(z")

}, On suppose que cet en-
semble est non vide.
On va montrer que z* est qualifié (c’est-a-dire quion vérifie I'égalité T(S,2*) = F(z*) ou
Fl®)={y: Vg(@E*)ey < 0,viec I(z*)])
Rappel : T(S, z*) est ferné, et T(S,z") C F(z*)
1. (a) Soit y € Fo(z*), zx = x* + $y od k € N*. Montrer que @ est réalisable a partir d’un
certain rang kg.
(b) En déduire que Fy(z*) < 1'(S, z*).
2. (a) Montrer que F(x*) C Fp(z*) (I'adhérence de Fp(z*)).
(b) En déduire que F(z*) = T(S,z*).
3. On considére I'exemple suivant dans R? : f{(2) = @1 — @9, gi(z) = —2% — o3 + 1 et

go(z) =21 — 1. On pose o* = ((1])
{a) Montrer que z* ne vérifie par la qualification de Cottle.
(

b) Montrer que z* est qualifié et expliciter son céne tangent.
(¢} En déduire que z* n'est pas solution optimale du probléme.

Exercice 2 — Céne tangent et convexité

On considére une fonction f, de classe C! et convexe définie sur un ensemble S convexe
de R™. On cherche 4 minimiser f sur 5. Soit z* ¢ §.

Définitions :

— cone(A) est le plus petit céne contenant A, c’est-a-dire {a¢-z:a >0,z € A}

— §—{z*} = {z — 2" : € 5} est U'ensemble 5 translaté par le vecteur z*.

1. Montrer que si Vf(z*) ey 3 0 pour tout y € § — {z*} alors £* est un minjimumn global de
f.

2. Montrer que § — {z*} C T(S,2*). En déduire que cone(S — {z*}) C T(S, z*).

3. Montrer que T'(S,z*) C cone(S - {z*}).

4. Soit le probléme min f(z1, z2) = 2% + 22 tels que ©1 +z2 > 1. Montrer que l'optimum global

est en z* = Gg) Représenter graphiquement T(S, 2*) dans un repére orthonormé.
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