ENSIIE Logique - LOGI12 (Correction)

Examen (15 mai 2025)

Durée : 1h30. Aucun document autorisé (les traducteurs électroniques sont autorisés pour les étudiants bénéficiant
d’un temps supplémentaire).

Les regles de la déduction naturelle et de la résolution sont rappelées en fin de sujet. Toutes les regles ne sont pas
forcément utiles pour ce sujet.

Les exercices sont indépendants les uns des autres. Vous pouvez, si nécessaire, admettre le résultat d’une question
ou d’un exercice pour répondre aux suivantes.

Certaines questions sont signalées comme plus difficiles. Il vous est fortement conseillé de les traiter en dernier.

Une correction succincte sera disponible a I’adresse http://web4.ensiie.fr/~julien.forest/LOGI12 a partir du ven-
dredi 16 mai 2025.

Vous veillerez a la clarté de votre rédaction et a la lisibilité de vos preuves.

Question préliminaire :
Comme annoncé en cours, toute réponse fausse ou non réponse a cette question entraine automatiquement la note
0 a la copie.
Question 0 : Donner une démonstration en déduction naturelle du séquent suivant :

FA= (A= B)=B

Exercice 1 Induction
Soit N I’ensemble inductif défini par :

(B) Z e N,
(K) Sin € N, alors S(n) € N.

Sur cet ensemble, on définit inductivement la fonction add : N x N' — N par:
o Vn,add(Z,n) =n,
o VYm,Vn,add(S(m),n) = S(add(m,n)).
On définit également sur cet ensemble la fonction double : N' — N par :
e double(Z) =7
e Vn,double(S(n)) = S(S(doublen))
On admet que :
e pourtoutz € N,onaadd(z,Z) = x;
e pour tout z € A et pour touty € N, ona S(add(z,y)) = add(z, S(y)).
Question 1 : Montrer que, pour tout z € N, on a add(x, x) = double(x).
Question 2 : Montrer que, pour tout z € N et pour tout y € N, on a add(z,y) = add(y, ).

Exercice 2 Logique propositionnelle : déduction naturelle
Donner une démonstration en déduction naturelle de chacun des séquents suivants :
. F(A=1)=-4

Correction :

A= LAFA=1 ™ A:>L,AI—A£
A= 1, AF L ‘

A= 1F-A
FA=1)=-4
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2.TH(=A4)= A
Correction : _
[,——A—-AF L f
I'—AFA :>‘

i

(A=A
3. F[(=mA)A(—=B)] = (——(AAB))
Correction :
cfq?2 TF-—AA--B cfq2 I ——AA—B 4
k(——A)= A I'r—-—A ¢ T'H(——B)=1B I'-—-B e
T'FA I'B Ay ar
'HAAB I't—=(AAB)
(——A) A (-—B),~(AAB)F L ‘
r _
(-——A)A(==B)F ——=(AAB) '
F(==A) A (==B)] = (=—(A A B))
4. F (==(AAB))=[(—A) A (—-—B)]
Correction :
T, ANBF AAB af] Tp. AABFAAB
Ta,ANBF-A ““ "Tg,AANBF A e To,ArBr-B *° "Tp,ArBrB e
Tg,ANBF L e I'p,AABF L e
Tor——(AAB) " ToF—(ArB) Tpr—AnB) ToF—(ArNB)
“~(AAB),—-AF L e ~—~(AAB),-BF L e
N N A
Ta I'p
CAAB) F oA " “S(AAB)F ——B

i

—=(AAB)F (==A)A(—--B)
F (==(A A B)) = [(=—A) A (=—B)]

i

Exercice 3 Logique du premier ordre :

Les preuves de cet exercice sont a faire a I’aide de la déduction naturelle.

Seules les notions en gras sont & modéliser.

Notre monde sera composé de robots de deux types : les astrorobots et les droides de protocole. Tout robot
est un astrorobot ou un droide de protocole (ou les deux). Tous droides de protocole donnent des ordres a tous
astrorobots. Aucun robot ne se donne d’ordre a lui méme. Les astrorobots et eux seuls réparent des choses. BB
répare des choses. C3PO ne répare rien !

Question 1 : Modéliser le monde décrit ci-dessus.

Correction :

Va, A(z) V P(x)

Ve, Vy, P(z) = A(y) = Or(x,y)
Vo, =Or(z,x)

I'=< Vz,A(r) = R(x)

Vo, R(z) = A(x)

R(bb8)

-~R(C3PO)

Question 2 : Montrer que BB8 est un astrorobot.
Correction :

T F Ve, R(z) = A(z)
TFR(bS) = A(WbS) © T+ R(bS)
T+ A(bbR) ‘

Question 3 : Montrer que C3PO est un droide de protocole.

1. ce qui vaut mieux pour tout le monde.



Correction :

2+ Vz, A(z) = R(z) o
=+ A(C3PO) = R(C3PO) =+ A(C3PO) "
= - R(C3PO) ¢ =+ -r(c3PO)
T, A(C3PO), ~P(C3PO) F L -

e

IV, A(z) V P(z) o =
T+ A(C3PO) v P(C3PO) ° T', A(C3PO) + P(C3PO)
'+ P(C3PO)

c ax
T, P(C3PO) + P(C3PO)

e

Question 4 : Montrer qu’aucun robot n’est en méme temps un astrorobot et un droide de protocole.
Correction :

az
A+ Vz,Vy, P(z) = A(y) = Or(z,y)

AF P(z) = A(z) = Or(z, @) e*T AT P(a) 'Z
AF A(z) = Or(z, 2) ¢ AF A ‘Z At Vo, Or(z,2)
A+ Or(z,x) ¢ A+ =Or(z,z) ¢
T, A(z), P(z) - L ¢
N, S
s s __arL
T Ve, A(z) Vv P(z) T, A(z) - —P(x) p L A@) F-P)
I+ A(z) V P(z) ¢ I, A(z) - ~A(z) V -P(z) ¢ I, A(z) - ~A(z) V ~P(x) vf’

e

'tk —A(z) VvV -P(x)
I+ Vz,~A(z) V ~P(x)

i

ou
ar axr
A+ VaVy, P(z) = A(y) = Or(z,y) A+ A(z) A P(x) N
AF P(z) = A(z) = Or(z, o) e AFP@ _ ' ° AFA@AP® “
A+ A(z) = Or(z,x) ¢ A+ A(z) N Ne A+ Vz,-O0r(z, z) o
AF Or(z, x) ¢ A+ =Or(z,z) ¢
T, 32, A(2) A P(z) I 32, A(2) A P(z) T, 32, A(2) A P(2), A(2) A P(2) - L ¢
A
Je

I', 3z, A(z) AN P(z) - L
T+ =3z, A(z) A P(x)

Question 5 : Montrer que BB8 n’est pas un droide de protocole.

Correction : )
cf question 4

'+ —\A(bbS) \Y —\P(bbS) Ve T, ﬂA(bbS) [ ﬂP(bbS
T —P(bb8)

T, —P(bb8) F —P(bbg) “v“L

)_‘g

e

ou
cfq2

T, P(bb8) - A(bb8) T, P(bb8) - P(bbg) i:”

2

I, P(bb8) F A(bbS) A P(00S) _ cfq4

L, P(bb8) - Jz, A(z) A P(x) 't =3z, A(z) A P(x)
T, P(bb8) - L e
T -POis)

Exercice 4 Résolution
On se donne deux prédicats binaires P et A et f un symbole unaire, et I’ensemble de clause suivante

[ = {P(x1, f(1)), 7 P(x2,y2) V = P(y2, 22) V A2, 22), 7 A(c, y3) }

Question 1 : Montrer que I'° est contradictoire.
Correction :

—P(x2,y2) V2P (y2, 22) V A(w2, 22) —A(c,y3)

P(zy, f(z1)) ~(P(ey2)) V P (Y2, y3)

Pz, f(21)) P(f(c), y3)
1

Ty = C, T2 ‘= Y3
z1 = c¢,y2 = f(c)
ys = f(f(c)),z1 = f(c)




Question 2 : En justifiant soignement votre raisonnement, en déduire que 1’ensemble I" suivant est contradictoire.

Va1 3y P(z1, y1)
I' = Vo, V2o, Vyo, [(P(xg, y2> A P(yg, 22)) = A(xg, ZQ)]
Jx3Vy3—A(xs, y3)

Correction : Skolemization + mise en FNC

Question 3 : Que peut-on en déduire pour la formule F' suivante ? Justifiez votre réponse.

F = (V:plEIylP(xl, 2/1)) = (V.TQ,VZQ,va, [(P(.’EQ, yg) A P(yg, 2’2)) = A(:UQ, ZQ)]) = (ngEIygA(xg,yg))

Correction : on applique le cours et on tombe sur I" qui est contradictoire donc F’ est valide.



REGLES DE LA DEDUCTION NATURELLE
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FIGURE 1 - Logique propositionnelle et du premier ordre
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FIGURE 2 - Logique du premier ordre

rri= )
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FIGURE 3 — Extension pour les langages avec égalité
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FIGURE 4 — Regles dérivables autorisées a I’utilisation sans démonstration

REGLES DE LA RESOLUTION

A vVCOp —Ay Vv Oy Ao —

A
010\/020 20
A1 VAV C .
Aoy o A0 =4A0
-A1V-Ay v C .
Aoy Co o=

FIGURE 5 — Regles de la résolution



