Annexe 4

Langage Mvl

A.4.1. Rappelssur lestreillis et bitreillis

Un treillis est une structure mathématique définie soit a partir d'un triplét (),
ou T est un ensemble 6t deux lois binaires internes idempotentes commutatives
associatives et vérifiant I'cabsorbtion»
[Ox,y xOxOy)=x et xd(x0Oy)=x]

ou alors, un treillis est défini a partir de €),ou< est une relation d'ordre réticulée
[Ox, y Oinf et sup de {x, y}], les opérations sont alor&ly = inf {x, y} et x Oy =
sup {Xx, y}. Réciproquement pour un treillis (T, [J), on parlera de I'ordre associé
défini par x <y= xOy =x.
ORDRE INDUCTIF: ordre tel que toute chaine est majorée, tout ensemble inductif
posséde un max (axiome du choix version Zorn).
ORDRE NOETHERIEN: ordre ol toute chaine admet un max (toute suite croissante
est stationnaire). Pour la décroissance, on parle d'ordre artinien.
BON ORDRE: ensemble ordonné ou toute partie posséde un plus petit élément.
L'ordre est alors total et tout élément possede un successeur.
TREILLIS COMPLET: ensemble ordonné tel que toute partie possede un «inf» et un
«SsSup».
TREILLIS DISTRIBUTIF: 00 sont mutuellement distributives
TREILLIS MODULAIRE : treillis tel que I'on ait :
Oa,b,c a<é& al(bOc)=(alb)dc, (tout treillis distributif est modulaire).
TREILLIS COMPLEMENTE: treillis possédant deux éléments (notés 0 et 1) tels que
Ox [x (appelé complément de X 3-x =0etxXJ-x=1

0 est alors minimal pout, neutre pouf] et absorbant poulr

1 est maximal pout, absorbant pourl et neutre poul]
TREILLIS DE BOOLE : treillis distributif et compémenté, c'est alors avec la loi
définie par a + b = (& -b) O (-a Ob) et un anneau unitaire commutatif et
idempotent.
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Figure A.4.1 Exemples d'algebres de Bo@eit I'ensemble des diviseurs de 30 pour

la relation de divisibilité, 1 est le minimum, 30 le maximum{] sont les opérations
pgcd, ppcm (figure gauche). Soit, maintenant I'ensemble des parties de {a, b, c} pour
la relation d'inclusion[], O sont les opérateurs, O (figure centrale). On voit

I'isomorphisme de ces deux structures, différentes par ailleurs du treillis des diviseurs
de 24 (a droite).

IDEAL | : c'est une partie stable pdiet permise poutl (section commencante de

< stable paf]). Un idéal premier est un idéal maximat x| ou —xlI

FILTRE F : partie stable pour et permise poufl. Un ultrafiltre est un filtre
maximaldx x[O F ou -xO F

ALGEBRE MONADIQUE[Halmos 62] : algebre de Boole possédant une application
notéel] normalisée[10 = 0 extensive g [0 p et quasi-multiplicativeél (p 0 Oq) =
OpOOq

Cette structure est utilisée en logique formelle pour asseoir les notions de modéle et
d'interprétations d'une théorie :

On montre quélest idempotente, croissante et réalise un morphismepour

Un idéal monadique étant un idéal stable paune logique monadique est la
donnée d'une algébre monadique et d'un idéal monadique I.

| est appelé I'ensemble des antithéses et T = {plI}-gui est un filtre, est
I'ensemble des théses.

(B, ) est compléte- | maximalOp, pO | ou =p0O |

(B, 1) est consistant | proprelp, non(pd | et —pO )

Un modéle est une logique monadique ou | est vide, et une interprétation est un
homomorphisme d'une algébre monadique dans un modéle, qui est telle que I'image
de | soit 0.

BITREILLIS

(B 0, 0, .,+, =) est un bitreillis si et seulement (B,0) et (B, .,+) sont des treillis et

si - est une involution de B réalisant un isomorphismg der Jde OsurC et de .

et + sur eux mémes.

La «négation» est la symétrie par rapport a la droite (I TF) dans les figures
suivantes. Certains auteurs ont introduit une négation faible comme symétrie par
rapport a la bissectrice.
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Figure A.4.2 Le plus petit bitreillis non trivial est celui de la logique booléenne
[Belnap 77] (il comprend 4 éléments) : T (vrai), F (faux), | (incertain), TF
(contradiction).

La théorie des possibilités correspond aux points des segments Fl et IT, les logiques
multivaluées a ceux du segment FT, et la théorie des probabilités haute et basse a la
zone hachurée (I et TF faisant partie a chaque fois du bitreillis).

Connaissance

TE Connaissance
Ld L TF
F g TF T
dF dT
0 —3 —
I Vérité 0 | Vérité

Figure A.4.3 En ce qui concerne la logique des défauts elle peut étre représentée par
le bitreillis {T, F, I, TF, dT, dF, dTF} & gauche, et la logique dénombrable des défauts

ou défauts hiérarchiques a droite par 3 chaines notées T, dT, d2T, d3T .... F, dF, d2F,
d3F,..... et TF, dTF, d2TF, d3TF,

Dans le systeme Mvl [Ginsberg 88, 91], [Desvignes 92] ces quatre opérations sont
appelées respectivement «and», «or», «dot» et «plus».
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Les ordres partiels associés seront ngfést < afin d'ordonner suivant une vérité
croissante et une connaissance croissante.

BITREILLIS BASE SUR DES MONDES

Soit W un ensemble de «mondes» (intuitivement des univers possibles), on dira que
la proposition P du langage L a la valeur de vérité (U, V) avec U, V inclus dans W,
si P est vrai de fagcon booléenne dans chaque élément de U et faux dans chacun de
ceux de V.

Pour un tel couple (U, V), un monde deV est dit inconsistant alors qu'un monde

de W - (UO V) est dit indéterminé.

En posant : (U VE (U, V)« Uz U etV'e V

et: U, V)sk (U, V)= U= U etVe V'

on obtient un bitreillis BW = P(U)*P(W) dans lequel les éléments distingués sont F
= (&, W) pour le faux, T = (W, @), | = (4, Q) l'indéterminé et enfin TF = (W, W)

la contradiction.

Cette fagon de construire un bitreillis est particulierement adaptée aux systémes de
maintien de la cohérence ATMS [Doyle 79], [DeKleer 86].

Dans un tel bitreillis, & chaque proposition P, on associera le couple (Jp, J-p)
formés pour Jp par les «justifications» de P, ainsi si @ et R&S - P sont des
regles, on aura Jp = ({Q}, {R, S}) formé par deux justifications possibles amenant a
P, et pour J-p, par les justifications de -P.

Les relation d'ordres sont donc :
J=z J' (J moins général que &) J'= J
P1 <t P2 (plus de vérité pour® < (J1, K1) £t (32, K2) = J1 5 RetKr= Ko
P1 <k P2 (plus d'information pour® < (J1, K1) <k (P, K2)

= N=sDPpetKyis Ko
Les hypothéses qui ont une justification vide sont des éléments minimaugpour
les axiomes et leurs déductions sont maximaux gour
Plus précisément, se plagant donc dans la logique des propositions ordinaire avec (T
= vrai, F = faux, | = incertain, TF = contradictoire), (il ne sera pas question de la
négation c'est a dire qu'au lieu d'avoir systématiquement [A et noa (Af], on
aura seulement des regles particulieres [A et BF]. Dans le fonctionnement du
systeme, on met des axiomes (des faits ayant une justification vide), des hypotheses
(des faits H ayant (H) comme justification), et une base de régles sous forme de
clauses de Horn [fAet A et ... » A] est une régle, alors cela signifie que; (A2
...) sera une justification pour A.
Un environnement est une conjonction de propositions, il est dit consistant s'il
n'entraine pas de contradiction.
Une justification est une liste d'hypotheses.
Un label L(A) pour une proposition A est une disjonction de justifications (les
différents «mondes» qui permettent de déduire A)
L(A) est minimal si aucune des justifications présentes n'est sur-ensemble d'une
autre (ce sont les plus générales et il n'y a pas de redondance).
L(A) est consistant si chaque justification présente est consistante.
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L(A) est complet si tout environnement consistant ou A peut étre déduit est un sur
ensemble d'une des justifications déja présente. (aucune justification n'est oubliée)
L(A) est correct (ou sain ou encore bien construit) si chaque justification présente
entraine A.

Le rdle du systeme est de mettre a jour la liste de justifications de chaque assertion,
en en faisant un label sain, consistant minimal et complet, et de le recalculer chaque
fois que I'on rajoute une justification c'est a dire une nouvelle régle. Par exemple, si
on rajoute (A, B) comme justification de TF, cela signifie que A et B ne peuvent
plus coexister.

A.4.2. Lelangage de programmation MVL (Multi Valued L ogics)

Il s'agit, comme pour FRIL, d'un Prolog fonctionnant essentiellement en chainage-
arriere, mais ou les "valeurs de vérité» des propositions peuvent étre de type trés
divers y compris calculées par exemple | ou (T et F) pour la valeur dT, et le mode
d'inférence choisi selon différentes logiques non classiques.

Afin d'illustrer le fonctionnement de MVL, nous reproduisons I'exemple du manuel
de référence sans trop insister sur les détails de syntaxe et de codage un peu
particuliers. Signalons seulement que les clauses, comme en Prolog, se présentent
comme clauses de Horn avec la conclusion en téte et parenthésées, sous la forme :
(<= C PL P2 ... By et pour le chainage arriere, la conclusion C étant remplacée par
les prémisses ... ou bien (=> C PP2 ... By pour le chainage avant non utilisé

ici, ou encore (if C P) pour une régle-PC et sa contraposée -C -P.

: value true ; permet de définir comme vraies les clauses qui vont suivre
(idn P) ; fonction renvoyant la valeur de vérité de la proposition P
(bcs 'P) ; permet de poser un but, de procéder a la résolution de P
(contents) ; donne la liste des clauses chargées

(denotes n) ; renvoie la clause de numéro n

(stash 'P : value false) ; permet de rajouter une clause P avec sa valeur («assert»).
(load-logic) ; permet au début d'une utilisation, de choisir la logique (premier ordre,
ATMS, défauts, défauts hiérarchiques, temporelle, probabiliste)

EXEMPLE 1 LE SYSTEME ATMS(MAINTIEN DE LA COHERENCH

Les valeurs de vérité déclarées sont alors les constantes f, t, i, tf, ou bien des
couples de la forme (Jp, J-p) ou encore nil pour des faits non justifiés (les
hypothéses).

On définit alors le programmegRRomme la suite des clauses définissant un petit
arbre généalogique :

(femme pam) (femme pat) (femme ann)
(femme liz) (homme tom) (homme bob)
(homme jim) (parent pam bob) (parent tom bob)
(parent bob ann) (parent tom liz) (parent bob pat)

(parent pat jim)

(<= (enfant x y) (parent y x))

(<= (mere x y) (parent x y) (femme x))

(<= (ancetre x y) (parent x y))

(<= (ancetre x y) (parent x z) (ancetre z y))
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(<= (diff x y) (not (equal x y)))
; ce sont ici les fonctions lisp «not» et «equal» qui sont utilisées
(<= (soeur x y) (parent p x) (parent p y) (femme x) (diff x y))
(<= (frere x y) (parent p x) (parent p y) (homme x) (diff x y))
(if (pauvre x) (not (riche x)))
(if (vivant x) (not (mort x)))
(if (triste x) (not (heureux x)))

(riche bob) ; un nouveau fait assez simple
(<= (riche x) (enfant x y) (riche y))

> value nil ; les régles A, B, C, D sont de contexte vide, ce sont les hypothéses
(not (riche x)) ; régle A, tout le monde est pauvre a priori
(not (mort x)) ; regle B

(<= (heureux x) (riche x) (vivant x)) ;régle C
(<= (triste x) (mort y) (vivant x)
(or (frere x y) (soeur x y) (ancetre x y) (ancetre y x)) ) ; regle D

On pose la question (riche bob), la réponse fournie par le systéme est ((nil) (A)) ce qui
est conforme.

On rajoute alors le fait (mort bob)

En reposant la question (riche ann), la réponse est encore ((nil) (A)).

pour la question (triste ann), la réponse ((B D) (B C)) signifie qu'avec les hypothéses
B et D, Ann doit étre triste, mais qu'avec les hypotheses B et C, elle est heureuse.

EXEMPLE 2 LA LOGIQUE DES DEFAUTS

Les seules valeurs de vérité sont ici les constantes f, t, i, tf, df, dt, dtf.

On prend le méme programmeg &vec la valeur t, et les mémes regles A, B, C, D
mais avec la valeur dt (vrai par défaut).

A la question (riche x), le systéme répond x = bob avec la valeur vraie.

A la question (not (riche x)), il donne toutes les personnes (y compris bob) avec la
valeur dt (il ne va donc pas vérifier le contraire d'un but automatiquement).

A la question (heureux Xx), la réponse est x = bob (valeur dt)

On introduit alors (mort bob) et on demande (riche x), la réponse est x = pat, ann,
bob : vrai (ce dernier reste riche tant qu'une nouvelle clause n'est pas présente pour
dire qu'un mort n'est plus riche).

La demande (heureux x) fournit x = pat, ann (valeur dt) a cause de C.

La demande (not (heureux x)) donne x = pat, ann, pam, liz, jim, tom (valeur dt) par
la régle D.

EXEMPLE 3 LA LOGIQUE DES DEFAUTS HIERARCHIQUES

Les valeurs sont les mémes avegdfy et dp, dfo ...

Les regles de Psont les mémes (valeur vraie) A, B, D sont données avec la valeur
dtl, enfin C est donnée avec dt2.

A la question (heureux x), la réponse est toujours x = bob (valeur dt2)

On introduit alors (mort bob) et on demande (heureux x) qui ne donne aucune
réponse car «triste» devient prioritaire. Enfin la demande (not (heureux x)) donne
encore X = pat, ann, pam, liz, jim, tom (valeur dt1), on a donc une connaissance plus
fine qu'avec lI'exemple 2.
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EXEMPLE 4 LOGIQUE TEMPORELLE

Les valeurs sont les constantes ainsi que des entiers par exemple (true-at 4)
signifiant vrai a l'instant 4. Ainsi peut-on déclarer une méme proposition P (true-at
to) puis (false-atf), un prédicat prédéfini permet d'indiquer la persistance d'une
valeur de vérité dans l'intervalle dgét t] - 1 c'est (propagate P).

(delay t P) est vrai ent ptles que P est vrai e t

Le programme est cette fois constitué par les mémes clauses vraigsald Rs

deux derniéres et par :

: value true
(heritage bob 6) ; dans 6 mois, puis la régle A est remplacée par :
(<= (riche x) (enfant x y) (propagate (riche y)) (heritage y) (delay t (mort y)))
(<= (heureux x) (riche x) (propagate (vivant x))) ; régle B
(<= (triste X) (propagate (vivant x)) (propagate (mort y)) (mere x y))

; regle C la mére reste toujours triste de la mort de son enfant

(<= (triste x) (propagate (vivant x)) (or (frere x y) (soeur x y) (ancetre X y)
(ancetre y x))
(or (mort y) (delay 1 (mort y)) (delay 2 (mort y))
(delay 3 (mort y)) (delay 4 (mort y))))
; regle D les autres membres de la famille observent 5 mois de deuil
: value (true-at 0)
(riche bob)
(vivant x)
: value (true-at 3)
; la proposition est différée 3 mois aprés, on aurait pu dire aussi : value (true-at 6)
(heritage bob)
(mort bob)

: value (true-at 20)
(mort jim)

La question (triste pat) fournit les valeurs de vérité étalées dans le temps :
Oi)@Bt)(6th (71t)(8i)(201)

En effet en 6 on a le deuil plus I'héritage qui améne une contradiction de sentiments
pour Pat, a 7 mois le deuil dure toujours, a 8 mois rien ne permet comme en 0 de se
prononcer, et a 20 mois la mort de son fils Jim provogque a nouveau la tristesse.

LOGIQUE PROBABILISTE

Pour une regle A et B et C et D et-.. Q la probabilité est calculée :

par p(Q) = p(A).p(B).p(C)...

SiP- QetR- Q sont?2regles de méme conclusion alors l'indépendance est
supposée et p(Q) = p(P) + p(R) - p(P).p(R). Mais la version actuelle ne posséde pas
P(=A) = 1 - p(A).
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