Chapitre 3

Operateurs logiques

Afin de généraliser la logique booléenne ou on ne compte que deux valeurs de
vérité, plusieurs systemes de logiques trivaluées ont été proposés a partir de 1920,
considérant le vrai (1 ou T), le faux (@] ou F), et une troisieme valeur
généralement interprétée comme «l'indéterminé» (1/2 ou I) ou le «possible», par
Kleene, Lukasiewicz et Przymusinski. Puis apparurent des systémes avec un nombre
fini de valeurs {0, 1/n, 2/n, ..., (n-1)/n, 1} et enfin des systémes a valeurs continues
dans [0, 1]. Nous étudions dans ce chapitre, différentes généralisations des
opérateurs logiques booléens, ainsi que le probléme de la déduction approchée et
de l'agrégation avec ces formulations.

3.1. Les connecteurs logiques

LES PREMIERS SYSTEMESE LOGIQUE TRIVALUEE

Pour {F, I, T}, désignant les valeurs logiques «faux», «indéterminé» et «vrai»,
également notées {0, 1/2, 1} plusieurs généralisations de la logique binaire ont été
proposées. Dans tous les cas la négation échange T et F pour laisser fixe I.

La logique L3 de Lukasiewicz (1920)

a pg a pg a p-q
o] 2] 1 1] 1 1 1 1 1 1 1
2] o] 12] 12 2 12 12 1 12 1 1] 1
0 0 0 ol o 12| 1 ol 1| 2| o
0 12 1 p 0 12 1 p 0o 12 1

Cette logique, comme les suivantes, vérifie les lois de Morgan et définit I'équivalence
par: (P a)=(p~a)U(p-0)
Elle ne vérifie pas (p- q) = -p0 g. L'implication peut étre rendue par la formule :
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(p - q) =[sip<qalors 1sinon 1 -p + q], qui permet la généralisation a un nombre
fini de valeurs de vérité ou a toutes les valeurs de [0, 1].
La logique B3 de Bochvar (1989

q pq q pq q p-q
1 0 1/2 1 1 1 1/2 1 1 1 1/2 1
2| 12 12| 12 12 1/2 1/20 1/2 e 12 1/2  1)2
0 0 1/2 0 0 0 1/2 1 0 1 1/2 0
0 1/2 1 0 1/2 1 0 1/2 1
On peut définir :
p OJq = [si au moins un des deux vaut 1/2 alors 1/2, sip = q = 1 alors 1 sinon 0].
En ce cas (1/2)1 0 = 1/2 ce qui semble peu intuitif.
Quant a la disjonction :
p Oq = [si au moins un est 1/2 alors 1/2, si p = q = 0 alors 0 sinon 1].
L'implication vérifie (p— q) = -p0q, elle peut étre définie par :
(p - Q) = [si au moins un est 1/2 alors 1/2, sip = 1 et q = 0 alors 0, sinon 1].
La logique S3 de Sobocinski (1952). L'implication vérifie{pm) = -pO q.
q ptq q ptq q p-q
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12| 0 1/2 1 120 0 1/2 1 172 1 1/2 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 1/2 1 0 1/2 1 0 1/2 1
Pour les logiques K3 de Kleene (1938) et H3 de Heyting (19%&),gb flq sont
définis comme dans L3.
9 K3 p-q 9 H3 p.gq q p-q
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
172 1 1/2 1/2 172 1 1 1/2 172 1 0 0
0 1 1/2 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1/2 1 p 0 1/2 1 p 0 1/2 1

L'implication de Kleene vérifie (p- q) = -p0 g, celle de Heyting, n'ayant pas de
symétrie par rapport a la seconde diagonale, ne le vérifie pas non plus que la
contraposition (-~ —p) = (p - Q).
La définition de Godel donnée par {p q) = [si p< g alors 1 sinon q], généralise
cette derniére implication.
A noter le dernier tableau, qui constitue une implication obtenue a partir de :

p Oq = sil'un est faux alors 0 sinon 1, qui n'a que des résultats binaires.
Godel a prouvé gu'aucune logique multivaluée finie ne pouvait engendrer une théorie
(un calcul propositionnel) identique a celle du calcul propositionnel intuitioniste
(annexe 2).
Par contre, ce dernier augmenté de I'axiome-(8) 0 (B — A) engendre la méme
théorie que la logique de Godel ayant un nombre dénombrable de valeurs de vérité.
En 1936, Jaskowski montre une logique multivaluée infinie engendrant la méme
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théorie que le calcul propositionnel intuitioniste, enfin Tarski a montré que H3 était
équivalent a ce dernier augmenté de I'axiome : &-B) - (((B - A) - B) - B).

Les logiques trivaluées ou avec un nombre supérieur, mais fini de valeurs, ont été
appliquées a des problémes concrets, y compris grace a des seuils, pour des circuits
électroniques [Kameyana, Higushi 82].

Cependant l'intérét pour ces logiques a chuté depuis les années 70 et 80. En logique
«floue», on choisit habituellement :[bg = min (p, q) et fPlg=max (p, ) qui

sont les généralisations de L3.

NEGATION

Dans [0, 1] la négation utilisée est toujours le complément a 1 grace a la simple
formule N(a) = 1 - a, cependant toute application continue involutive et strictement
décroissante telle que N(0) = 1 (négation forte) peut convenir comme définition.

Exercice 3.1
Montrer que les applications N(x) = (1 2)?-/2 ou N(x) = (1 -\/x)z.sont des
négations. Le complément de Sugen@iN= (1 - x) / (1 +Ax) en est-il une ?

DEFINITIONS DEST-NORMES ETT-CONORMES

Les t-normes [Menger 42] étendent la conjonction ordinaie.t-normes T sont

les applications commutatives, associatives, croissantes dé farig [O, 1] (telles

que a< c et b< d entrainent T(a, & T(c, d)) vérifiant T(0, 0) = 0 et ou 1 est
neutre, pour tout a T(a, 1) = a (la stricte monotonie n'est pas exigée par la
définition).

Une t-norme est dite diagonale si et seulement si T&x@our x < 1.

Les plus connues sont :

Tp(a, b) = si max(a, b) = 1 alors min(a, b) sinon 0 (produit drastique de Weber)
T41(a, b) =max(0,a+b-1) (Lukasiewicz)
T1 5@ b)=ab/(2-a-b+ab) (Einstein)
To(a, b) = ab (algébrique ou probabiliste)
To 5@ b)=ab/(a+b-ab) (Hamacher)
T3(a, b) = min(a, b) (Zadeh)
Exercice 3.2

Verifier Tg < T1 < T 5< Tp < T 5< T3 et que toute autre T-norme est comprise
entre Tp et T3. Montrer que | posséde des diviseurs de 0 ainsi T(1/2, 1/2) = 0.

Exercice 3.3

On appelle générateur additif f une fonction numérique strictement décroissante telle
que f(0) =+oo et vérifiant f(1) = 0.

Montrer que T(a, b) :'i(f(a) + f(b)) ramené a [0, 1] est une t-norme et I'exprimer
pour les quatre fonctions f(x) =1 - x, -In(x), 1/x -1, camrg).

Quelles sont ces t-normes dans les trois premiers cas ? (réponses Lukasiewicz,
probabiliste, Hamacher).

Montrer qu'en général, T est continue et strictement monotone.
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Soit f(1) = 0 et f(x) = 2 - x pour 8 x < 1, prouver que T est la norme de Weber, en
donnant cette fois pour pseudo-inveréﬁt) =supf{tO [0, 1]/ f(t) > y}.

1

Produit Lukasiewicz

Figure 3.1lllustration de trois conjonctions avec 5 valeurs, de 0 a 1 du blanc au noir.

Min Produit Lukasiewicz

0 1°0 170 1
Figure 3.2Plus finement dans [O,a,]on peut tracer (ici 11) lignes de niveaux.

Exercice 3.4

Si f est une bijection continue croissante de [0, 1], montrer que N(Jc]il:-ff(x)) est
une négation et que I'on obtient une t-norme en définissant :

T(x, y) =[sif(x) +f(y) >1 alors'fl(f(x) + f(y)) sinon 0].
Les définitions de Sugeno n(x) = (1 - x) / (1 + px) et de Yager n(x) = P)Y/&
peuvent-elles étre des négations ?

Exercice 3.5
Si f est une bijection continue croissante de [0, 1], montrer que :

T(X,y) = f'l(f(x).f(y)) est une t-norme.
Exprimer T pour f(x) = (& - 1) / (x - 1), pour 4atan(x)rt et pour £/ (2x2 -2x+1)..

Exercice 3.6
Une t-norme T est archimédienne si pour tous x, y dans ]0, 1], il existe une puissance

n de x vis a vis de T, pour Iaquell@‘g(: T(X, ..., X) <y. Montrer qu'alors pour tout x
différent de 1 la limite de®) est 0 qguand n tend vers l'infini. Montrer la réciproque.
T est réguliere dilx, y, z T(x,y) =T(x,z) et¥ 00 y = z.

Montrer que T est réguliere si et seulement si elle est strictement monotone.
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T est «diagonale» §ix <1 T(x, X) < x

Montrer que «min» n'est ni archimédienne, ni réguliére, ni diagonale, mais continue.
Montrer que la norme de Weber est archimédienne et diagonale mais ni continue ni
réguliere.

Montrer que si T est continue, la régularité entraine que T est diagonale et
archimédienne.

T(x, y) = si x, y< 1/2 alors 0, sinon si 1/2 < x, y alors 2xy - x - y + 1 sinon min(x, y)
est la norme de Schweizer et Sklar. Montrer qu'elle est diagonale mais ni continue, ni
archimédienne, ni réguliére.

LES FCONORMES

Ce sont les applications S commutatives associatives croissantes depl%si@msl]

[0, 1] (telles que & c et b< d entrainent S(a, B S(c, d)), vérifiant S(1, 1) = 1 et
telles que pour tout a, on ait S(a, 0) = a (0 pour neutre). En notant N(a) =1 - a la
négation, les deux notions sont évidemment duales ce qui signifie :

S(a, b) = N(T(N(a), N(b))). On a donc les t-conormes associées :

So(a, b) = si min(a, b) = 0 alors max(a, b) sinon 1 (Weber)
S1(a, b) =min(1, a + b) (Lukasiewicz)
S1,5(@ b)=(a+b)/(1+ab) (Einstein)
Sy(a, b)=a+b-ab (Probabiliste)
Sp 5@ b)=(a+b-2ab)/(1-ab) (Hamacher)
S3(a, b) = max(a, b) (Zadeh)

On peut alors vérifier $< Sy 5< S < S1 5< $ £ § et que toute autre t-conorme
est comprise entres®t §. Regardons par exemple simplement le casoua=0et0
< b, alors k= S(0, b)< b donc § < S< &, par ailleurs si 0 <da b, b =S(0, bx

S(a, b)< 1 donc c'est encore vrai.

Voir des études systématiques des t-normes et t-conorme@[@, M, 1] dans
[Yager 80], [Dubois Prade 85], [Bonissone 87], [Mizumoto Masaharu 89].

RoBuUsTESSE[Nguyen H.T. 96]

Pour une fonction f de [0, jdans [0, 1], on peut définir le risque&de f par :

Af(0) = sup {|| f(X) - f(y) || / Ix - y| 8}, et on montre que parmi les t-normes (resp. t
conormes), la moins sensible est min (resp. max). Par contre, en se restreignant aux t-
normes différentiables, c'est la t-norme probabiliste qui est la moins sensible.

Exercice 3.7

On dit qu'une t-conorme est diagonale si x < S(x, x).

On dit que la fonction f est un générateur pour la t-conorme S, si f est continue et
strictement croissante de [0, 1] vers [&]€t que S(x, ) :'fl(min(f(l), f(x) + f(y))).
Montrer que si f(1) est fini, alors S est diagonale et T nilpotente c'est a dire qu'il
existe une puissance (un nombre d'occurence de x) telle que T(x, X, ...,x) =0
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Exercice 3.8

On définit I'opération de Yager pap,@, b) = min(1, (& + b/ pour n > 0,
montrer que la limite dejta, b) lorsque n tend vers l'infini est max(a, b).

On prendra In(g(a, b)) avec a < b et le minl.

Exercice 3.9

Que donne la famille de t-normes de Hamacher T(x, y) = xy / [p + (1-p)(X + Y - xy)]
avec p= 0sip=0,sip=1?, siptend vers l'infini ? (réponses : Hamacher, produit,
Weber). Exprimer la t-conorme associée S.

Exercice 3.10
Montrer que I'on a des t-normes pour les familles :
a) Dombi : T(x, y) = 1/[1 + [(Ux - B+ (Lly -1)P]/Plcasdep=12
b) Schweitzer : T(x, y) = [max (OPx+ yP - 1)] 1/P. Montrer que les limites emw; 0
et oo donnent respectivement les normes min, probabiliste et drastique. Pour p=17?
c)Franck:sip>0etpl T(x,y) = Iogb[l+ -1 -1)/(p-1)]
Quelles sont les limites de T lorsque p tend vers 0,fco &t
(Réponses : Zadeh, produit, Lukasiewicz)
Exprimer S et vérifier que pour tous x, y : T(X, y) + S(X,y) =x +y
d) Weber : si -1 T(x,y) = max[0, (1 +p)(Xx +Vy - 1) - pxy].
Regarderlescasdep=-letp=0.
e) Dubois :si0O<pg1, T(x,Yy)=xy/max(x,y, p)

REMARQUE, LIEN ENTRE T"NORME ET NORME

Le produit d'espaces normés est défini habituellement par n(x, y) = &dptm(y)),
cependant il est possible de généraliser par des définitions topologiquement
équivalentes en dimension finie (théoréme de Riesz).

Soient (g, n1) et (B, np) deux espaces normés et S une application+é)edans R,

en définissant n sur le produig 2 par n(x, y) = S(p(x), n2(y)) on peut montrer
certains liens entre les propriétés de n et celle de S.

a) S est sous-additive pour I'addition des couples vérifie l'inégalité triangulaire

b) Si S est croissante [a < ¢ et b &dS(a, b)x S(c, d) ] alors :

S(1, 1) = 1= Le produit des boules unités d¢ & B est la boule unité dejEE 2

¢) La norme n se projette suivantsur B, no sur & = [Ja S(a, 0) =S(0, a) = a]
d)[n(x,y)=00 x=y=0] = [Oa,b S(a,b)=0- a=0etb=0]

S se comporte alors comme une disjonction.

Cependant le fait que n soit une norme n'est pas équivalent au faifgugSsoit

une conorme triangulaire. [Menger 42, Schweitzer 83]

En effet, si nous prenons par exemple dafisaRorme définie par :

n(x, y) = |x] + |x +y|, nous avons alors S(1, 1) = 2 et S non associative. En prenant
n(x, y) = x| + 2]y|, n est également une norme telle que S n'est pas commutative et
S(1, 1) = 3. Enfin, réciproquement si S est la t-conorme algébrique définie par contre
par S(a, b) = a + b - ab, alors n ne vérifie pas la propfi@éX n(AX) = ]A| X],

mais vérifie l'inégalité triangulaire.

Cependant, si nous considérons les trois normes les plus utilisées pour le produit
d'espaces normés, nous retrouvons comme applications S associées :
- Conorme de Zadeh S(a, b) = max(a, b) pour la norme «sup»
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- Conorme de Lukasiewicz S(a, b) = min (1, a + b); elle correspond a la norme de
Hamming ou N est définie par h(x, y) = m.(x) + n2(y)
- Conorme de Yager S(a, b) =2(a b2)1/2 correspond a la norme euclidienne.

La question du choix d'une norme triangulaire pour la conjonction des prémisses

d'une régle floue, correspond donc partiellement & celle du choix de la normédldans R
a propos de la définition des voisinages flous qui va suivre.

N(x, Y) = A

N_(x,y) = max(id, y)
p
N = Vi 1y

Figure 3.3 En dimension 2, la boule-unité pour ces trois normes plus la norme «p»,
on montre facilement que celle-ci tend vers la norme «sup» quand p tend vers l'infini.

N O ) = IX]+ Ty

Plagons-nous dans [-1,"]et notons B(a, r) la «boule floue» ou «hypercéne» centrée

en al [-1, 1]" et de rayon ] RY le sous-ensemble flou définie par la fonction

d'appartenancelig(a, r)(x) = max (0, 1 - N(@-x) /r)

Si T est une t-norme et N la norme associée (un des trois cas précédent), on aura donc
HB(a, r)(X) = TMB(a1, r)(X1), --- \HB(an, r)(Xn))

oua=(a,..,q) etx=0, -, X)-

Voyons a présent, en dimension deux l'image d'une boule floue : soit ZE (comme

zéro), le prédicat défini sur [-1, 1] par la fonction d'apparteng@de= max(0, 1 -

[x]), il est figuré comme coupes suivant x = 0 ou bien y = 0 de chacun des quatre

figures suivantes. On définit, c'est la cas des systemes de regles floues, la valeur de «x

est ZE» et «y est ZE» par u =IX), K(y)), ce qui donne plusieurs définitions

possibles pour Z&suivant les différentes t-normes employées.

Figure 3.4Boule-unité floue Faq(x, y) = min(x, y), Tuk (X, y) = max(0, x +y - 1).
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Figure 3.5Tyag (x, ¥) = 1 - [(1 - x¥ + (L - yPI11/2, Tpropa(x, y) = xy.

3.2. Le probleme de l'agrégation

Un opérateur d'agrégation en général, est une fonction M dari® R croissante au

sens large pour chacun de ses arguments, commutative et idempotente ce qui doit
signifier pour tout nombre a, H(a, a, a, ..., a) = a. Cette définition valable pour des
valeurs réelles exactes, doit étre étendue a des ensembles flous, car dans la pratique
le probléme sera la plupart du temps de prendre une décision (c'est a dire déterminer
une valeur exacte) rendant compte de plusieurs valeurs précises ou non, certaines ou
non, bref, de réaliser un «consensus» entre valeurs floues.

Le probleme est, soit de donner une valeur de vérité a un fait lorsqu'on en a
démontré plusieurs, soit, plus généralement, de donner une assignation floue a une
variable lorsqu'on en connait plusieurs. Ce probléme n'est résolu qu'empiriquement
dans les applications, par divers opérateurs, mais aucune option générale ne peut
convenir. Néanmoins, on trouve dans toutes les approches destinées a résoudre ce
probleme, l'idée de renforcement, c'est a dire une accentuation de la valeur la mieux
représentée, comme on l'a vu pour l'opérateur de Dempster (chapitre 2).

Dans ce qui suit, sif ... , X; sont des valeurs pondérées par des poids.ww,

dont la somme eSw; = 1, on peut définir :

LES MOYENNES GENERALISEES
HXq, - o) = FHEw; f(x))

Rappelons que la moyenne arithmétique r de n valeyrs.x x, est obtenue en
prenant la fonction f = I, la moyenne géométrique g si f = In (logarithme néperien),
la moyenne harmonique h si f = «inverse», quadratique q si f = «carré», et que pour
deux réels positifs a et b on a toujours les inégalités :

2 2
Prendre 'opération de moyenne géométrique si on veut maximiser, favorise les
couples moyens au détriment des couples de plus forte étendue. Par exemple pour
des candidats ayant la méme moyenne arithmétique 0.5 sur deux notes, celui qui

2 2
Avec%=1+%,ona:hs g=w/§)sr=a+bsq= a+h
a
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posséde les notes 0.5 et 0.5 aura la moyenne géométrique 0.5 alors que celui qui a
obtenu 0.4 et 0.6 aura 0.49, de plus le couple de notes 0.3 et 0.7 aura 0.46, et le
couple 0.1 et 0.9 obtiendra 0.3. On voit donc que tous ces couples de notes de méme
moyenne arithmétique, ont une moyenne géométrique d'autant plus basse que leur
écart est important.

MODELISATION ET AGREGATION DE PREFERENCES FLOUFPERNY 92]

Dans cette thése sont étudiées différentes méthodes d'agrégation pour exprimer une
décision parmi des classes {C... , Gn} suivant des criteres notés|yv... , \,

pondérés par des poids, on y trouve aussi I'idée d'accentuer les npaesuue
fonction sigmoide sur [0, 1]. A partir d'une relation binaire S sont définies des
relations de :

Préférence &(a, b) = si S(a, b) > S(b, a) alors min(S(a, b), 1 - S(b, a)) sinon 0
Indifférence k(a, b) = min(S(a, b), S(b, a))

Incomparabilité R(a, b) = min(1 - S(a, b), 1 - S(b, a))

Non-préférence g(a, b) = max (&(a, b), Ry(a, b))

L'OPERATEURI DE ZIMMERMANN-ZYSNO

Zy(x,y) = (xyYL=Y (x + vy - xy)Y, réalise, pour & y < 1, un intermédiaire entrepZ
Tprobet Zy = Srob et il se généralise en une opération malheureusement non
associative : H(X, ... , %) = (|‘|xiWi)1'Y(1 -MNa@a- >qu ))Y pour plusieurs variables.
Néanmoins pour 1, on a, si on veut minimiser, une analogie avec la moyenne
géométrique.

EXEMPLE DU PROBLEME DE [AGREGATION DANS LE DOMAINE DE 'ORDONANCEMENT
DES TACHES[Felix 91]

Supposons par exemple que la qualité d'une tache est I'agrégation de trois criteres
MDD (date exigée), PT (temps de travail) et RO (occupation des ressources) avec
comme ordres de priorités 1, 0.5, 0.7. Chacun de ces trois criteres pstvecy =
0.7 (opérateur de Zimmermann) de deux ou trois buts.
Toute action a est évaluée r{a(rz fils de a)priorité(z) yz(@) -pg,(a)) et on décide
de l'action ayant I'évaluation maximale. Chaque but étant associé a deux ensembles
flous, son support Uz, et son ensemble d'empéchement Bz, s'il n'y a que quelques
actions a choisir, chaque ensemble est discret.
Les différents buts sont en outre reliés par 14 relations comme par exemple :
Hindifféren{Z1, 22) = min [ jncly (U1, U2), Kainciu(V2: B2),

Hainclu (U1, B2), Hainglu (U1, B2))]
HMpresque coopéraffl: 22) = Min(i,incly (U1, B2), Moinciu (U2, B1)
Hentrave(Zl: 22) = min(Ljnciu (U1, U2), Hincy(U1, B2), M= étant défini ici par
card (AnB) / card (A)
Dans ce systeme, seules les relations supérieures a 0.7 sont retenues.
Le probléme de I'ordonnancement des taches n'est pas facile a étendre pour des durées
incertaines et des échéances imprécises. Ordinairement, si la tache i possede la durée
Cj avec la périodeiTle critere de charge a respecterestj / Tj < 1.
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LESOWA (ordered weighted averaging)

Si W (wq, ..., Wy) est un vecteur de poids de somme 1 et siégigne le i-ieme
plus grand parmi lesjxangés dans l'ordre décroissant, [Yager 88] définit OWA
(X1, ... » %) = 2w; yj Sichaque poids vaut 1/n on retrouve bien sir la moyenne

arithmétique. On a, siw = (1, 0 ..., 0), OWA = max, et siW = (0, ..., 0, 1) alors
OWA = min. D'autre part, pour toute t-norme T et sa t-conorme associéesS : T
OWA<S

Les OWA cherchent & considérer les meilleures valeurs parmi plusieurs. lls
formalisent plus précisément la notion de «la plupart des critéres sont vérifiés», ces
opérateurs peuvent donc servir a réaliser un consensus (suivant les poids donnés)
plutdt des valeurs voisines, en éliminant les valeurs extréemes.

Cependant, l'inconvénient, est qu'il faut donner un vecteur de poids, ceci peut étre
réalisé presque automatiquement par la méthode de [O'Hagan 90] ou seul un
coefficient «d'optimismex est demandé (plus il est proche de 1, plus les grandes
valeurs seront privilégiées). La méthode consiste a maxinjisgfog(w;j) sous les
contraintes & wj <1, >wj =1,>wj(n -i)/ (n - 1) =a.

LES INTEGRALES FLOUEDE CHOQUET OUSUGENO

Si ¢ est une mesure sur I'ensemble des critéres ou attribyts {AAy} et sif est la
fonction discréte définie par les degrés de certitudgs .(x , %,) dans l'ordre
croissant sur lesjjalors :

H (X1, -, 0) =Jsugfot = maxg < j < n min (f(x), € {Xj, Xj41, .-, X))
On a donc une généralisation au cas continu :

ISugfoc = supypo, 11 Min(@, c{x / f(x) > a})
De plus on peut accorder des poidsamx criteres A suivant lesquels on veut
décider.

INTEGRALE FLOUE DESUGENO [Sugeno 74]

Si f est une application de X un espace mesuré avec la mesure c, dans [0, 1] ou ¢ est
une «mesure floue» de confiance, on définit I'intégrale de Sugeno de f comme :

fSugfoC = sUp [0, 1] min(, ¢{x / f(x) > a})
Si X est discret et si f est croissante, I'intégrale de Sugeno est alors calculée par :
max{ < j < nmin(f(x;), c(A})) avec A = {X;, Xj+1, --- %} Au cas ou f est l'identité
et ¢ uniforme (c(l) est la longueur d'un intervalle 1), alors I'intégrale donne le terme
médian (le k-ieme terme s'il y a 2k-1 termes discrets).
Si f n'est pas croissante, la définition est la méme a condition de ranger préalablement
les valeurs prises par f dans I'ordre croissant.
L'intégrale de Choquet [Choquet 53] consiste en une autre définition, qui, elle,
coincide avec l'intégrale de Lebesgue dans le cas ou c est additive, c'est a dire :

c(A O B) =c(A) + c(B).

JchofoC :I[O’ 1] c{x/f(x) > a}da = & + (a - a1)c(A2) + (a3 -2)c(A3) + ... dans
le cas discret.
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REMARQUE Une mesure est dite décomposable s'il existe une t-conorme S telle que :
c(A O B) = S[c(A), c(B)], en particulier c(Al B) = c(A) + ¢(B) +Ac(A)c(B) avec le
coefficientA > -1 qui sont led-mesures de Sugeno.

PROPRIETES

Les deux opérateurs sont croissants et continus mais non linéaires.

Si ¢ est une mesure de possibilité (nécessité) et f la fonction d'appartenance a un
ensemble flou, alors l'intégrale de Sugeno est la possibilité (nécessité) de cet
ensemble flou.

Si f est constante égale a k, alors les deux intégrales Choquet et Sugeno ont bien la
valeur k.

Sicsc anrstugfoc < ISugfoC' et [chofoC < JchofoC

Infy (f) < [foc < supg (f) pour les deux définitions car on retrouve inf et sup pour
deux mesures particulieres que sq(x) = 1 et 0 ailleurs, ety¢[]) = 0 et 1 ailleurs.
Continuité pour les deux définitions : si limyJf= f sur R, alors lirf(f;)gc =J fqC

Exercice 3.11
Calculer les deux intégrales pour f(x) = x pu:l’savec c([a, b]) = (b-g)sur [0, 1]

APPLICATION A L'ANALYSE MULTICRITERE [Grabisch 93]

On évalue chaque objet, par exemple une voiture, par son degré de performance a
I'égard d'un certain nombre de critéres (prix, confort, consommation....) dont les
attributs sont définis par des ensembles flous. Un utilisateur donnant ses poids a
chacun de ces critéres, on cherchera I'objet ayant la plus forte intégrale avec la mesure
floue définie sur I'ensemble des criteres.

APPLICATION A UNE MESURE DU FLOUBenvenuti 94]

On peut définir A < B (A moins flou que B) ppp, < pg < 0.5 ou 0.5 uB < pA,

grace a cette définition on peut montrer que c'est un ordre partiel et que les ensembles
exacts sont minimaux et I'ensemble (noté E/2) définipar 0.5 est I'élément
maximal unique. D'autre part le sup de deux ensembles existe toujours, mais pas I'inf.
En prenant une fonction f croissante sur [0, 0.5] décroissante sur [0.5, 1] et
symétrique par rapport a 0.5, vérifiant f(0.5) = 1 et f(0) = f(1) = 0, un degré de flou
peut aussi étre défini par :

d(F) =fsugf o HF6® = SUPEI[0, 1] M@, ofx / F(F(X))> )

Exercice 3.12
Montrer que d(F) = 0= F ensemble exact, d(E/2) = 1, d(=F) = d(F), et que d est
croissante vis a vis de cette relation «moins flou que» : A dA) < d(B)

AGREGATION DENSEMBLES FLOUS

On peut utiliser une des méthodes ci-dessus appliquées aux valeurs des fonctions
d'appartenance pour chaque x. Cependant si h = suguminug) est le degré de
chevauchement de deux ensembles flous A et B, [Dubois, Prade 92, 94] proposent
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un opérateur d'agrégation donnant une distribution normalisée réalisant d'autant
plus la conjonction que le conflit est faible (h proche de 1), et d'autant plus la
disjonction que le conflit est fort (h proche de 0).

MA*Hg = max [min (1, g ) / h), min (1 - h), max(a, ug))]

L'inconvénient est que cette formule n'est pas associative et surtout que I'ensemble
flou produit peut ne pas étre convexe, le pic a 1 peut fort bien étre encadré de deux
minima puis de deux plateaux plus élevés. Une extension de la formule a plusieurs
distributions est néanmoins donnée de la facon suivantg., fb,..., iy sont des
ensembles flous normalisés sur un univers U, on pose m le nombre maximal de ces
sources présentant une concordance totale, c'est a dire :
m = max {card(l) / I= {1, ..., r} et sup (inf{4j /i O I}) = 1}, et n le nombre
maximal de sources présentant une certaine concordance (un mutuel
chevauchement), soit n = max {card(l) £K{1, ..., r} et sup(inf{yj /i O 1}) > O}.
On a donc nx n et on pose :
T(X) = max {min {pj(x) /i O 1} / card(l) = k et 1 = {1, ..., r}} la meilleure
possibilité obtenue avec k sources sans les préciser au s@iy fes.., Hr.
Le plus grand degré de concordance établi sur n ensembles flousipapmi ...,
K, ayant une certaine concordance est :

h =max {sup({min {uj(x)/i01}/x OU}) /card(l) =netl={1, ..., r}}.
La fonction agrégée deg, [o,..., Wy sur l'univers U est alors :

Ag(x) = max [[t(x) / h, min ((1 - h)7n(X))].

1

0

Figure 3.6 Agrégation Ag de deux ensembles flous suivant Dubois-Prade

Cette méthode est utilisée pour la fusion de capteurs donnant une évaluation de
distance non fiable [Oussalah, Maaref, Barret 96].

Dans le méme ordre d'idée, [Kelman, Yager 95], en considérant un opérateur
d'agrégation H sur '] formulent I'agrégation des ensembles floys A , A, par H
(Aq, ..., A,) d'apres une généralisation du principe d'extension de Zadeh, comme un
ensemble flou B de fonction :
MB(H (X1, -, %)) = min UA1(XD), -, LAN(Xn),

R(x1, X2), R(x1, X3), ..., ROh-1, Xn))
au moyen de R une «mesure de compatibilité» qui est une relation floue réflexive et
symétrique et vérifiant [d(x, y) < d(x, z) alors R(x, y) > R(X, z)] si d est une distance
sur l'univers considéré.
Au cas ou R est la relation toujours égale a 1, on retrouve le principe d'extension.



Chapitre 3 Opérateurs logiques 69
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Figure 3.7 En prenant I'exemple de R(x, y) = max (0, 1 - 0.05|x - y|) dans l'intervalle
[0, 40], on obtient un ensemble flou BR de plus grande valeur 0.2 suivant cette
compatibilité, et une agrégation normalisée sans la considérer.

Exercice 3.13

On définit une somme symétrique comme une application de foyers [0, 1]
continue et croissante pour chacun de ses arguments, commutative (ne dépendant pas
de l'ordre de ses arguments) vérifiant :

S, ...,0)=0et S(1, ..., 1) = 1. S est dite auto-duale si elle vérifie de plus :
SA-x,1-y,1-2z,..)=1-S(%,Y, z, ...). Trouver une telle fonction.

Signalons pour finir que pour les couples de [0, 1], cette fois, I'opérateur de
Dempster réalise une sorte de «<moyenne» qui en fait renforce les valeurs données,
soit vers le vrai, soit vers le faux. Dempster est associatif mais non idempotent (voir
chapitre 2).

3.3. Différentes formes de l'implication

En désignant par le symbole I'implication booléenne classique, nous passons en
revue les différentes généralisations, toutes notées de la méme facon.

On peut définir une implication associée a une t-norme T par :

(p - q) =sup {r/ T(p, rx q} ainsi Gddel-Sanchez, Goguen et Lukasiewicz sont-ils
associés aux normes du méme nom. Ces opérateurs vérifient pour la plupart la
relation p< g0 (p - q) = 1 et aussi la définition classique{pq) = =(T (p, =q))

DEFINITION DE REICHENBACH
(p > g =1-p+p.qrésulte de (p q) = -pd q mais avec le produit pour la
conjonction.

DEFINITION DEWILLMOTT

(p — @) = max(1 - p, min(p, q))
c'est une implication tempérée parf{pp)= 0.5
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DEFINITION DE MAMDANI

(p - q) = min(p, q) caractérisée par une symétrie, cette définition pose probleme
car, ainsi que Larsen (p q) = p.q, ce n'est pas une généralisation de I'implication
booléenne.

DEFINITION DE RESCHER ET DEPRZYMUSINSKI

(p — q) =si p< qalors 1 sinon 0

DEFINITION DE KLEENE ETDIENES

On généralise simplement la logique binaire classique ol g est légitimé en
disant que p ne peut étre vrai sans que g le soit, en d'autres termes, il falit que p
-( soit faux, on a donc :

(p-09)==(p0-q) =-p0g=max (1-p,q)reésulte de (p q) = -pUqgen
logique min-max.

DEFINITION DE GODEL (reprise par Brouwer)

(p - q) =sip<galors 1sinon q
Elle est associée aux t-normes min ou de Weber pour :
(P~ q)=sup{r/T(p, r=q}
Cette définition est utilisée dans le systéme-expert Diabeto [Buisson, Farreny, Prade
86], non pour donner une valeur de vérité a la proposition (@), mais pour
donner une distribution de possibilité de q conditionné par p.

DEFINITION PROPOSEE PARSOGUEN (probabiliste)

(p » q)=[sip=0alors 1sinonmin (1, q/p)]=[stp alors 1 sinon q/ pJ.

Il est & noter que cette formule coincide avec celle de Lukasiewicz, mais
uniguement dans le cas de la logique a trois valeurs.

L'interét de cette définition réside dans le fait que la résolution de I'équation en q :

(p - q) =r se fait facilement par : q =si r <1 alors p.r sinon [p, 1]

Cette question est en effet importante en ce qui concerne le mécanisme d'inférence
d'une régle p-» g pondérée par un coefficient dans un systéme-expert.

DEFINITION DE LUKASIEWICZ

Reprise par Zadeh et utilisée dans le systeme-expert Protis, est :
(P-0q)=min(1,1-p+qg)=1-max(,p-q)

Cette formule a I'avantage de respecter la contraposition.(-q) = (p - Q)

Dans un systéme multivalué comportant m valeyrg t ... -1 elle se définit par :

ti - tj = [si (i<]) alors {m-1) SINON tm-i+j-1)]

AUTRES DEFINITIONS

On trouve encore (p> q) = (pO g) O (1 - p) définition de Zadeh analogue a celle
de Wilmott, et :

(p~a)=[(pLa) (1-p)d[qL(1-p)][Turksen 88]
(p - ) = p.q (Opérateur de Larsen)
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(p - q)=p(L-|p-q|) [Vincent, Dujet 94] qui généralise Mamdani.
(p - q) = &P généralise aussi l'implication booléenne avec la conventieni0
REMARQUE Les définitions de Mamdani et Larsen ne sont pas a proprement parler
des implications car elles ne généralisent pas l'implication booléenne.

Pour p =0 et g = 1 on doit en effet avoir{pg) = 1 et non pas 0.

EXEMPLES DIMPLICATIONS AVEC 3, 4,0U 5VALEURS DE VERITE

P Q KLEENE LUKASIEWICZ GODEL
3 valeurs 1 Q Q Q Q
1/2 1 1 1 1
1/2 1/2 1/2 1
1/2 0 1/2 1/2 0
0 Q 1 1 1
4 valeurs 1 Q Q Q Q
2/3 1 1 1 1
2/13 | 213 2/3 1
2/3 1/3 1/3 2/3 1/3
2/3 0 1/3 1/3 0
1/3 1 1 1
1/3 | 23 2/3 1 1
1/3 1/3 2/3 1 1
1/3 0 2/3 2/3 0
0 Q 1 1 1
5 valeurs 1 Q Q Q Q
3/4 1 1 1 1
34 | 34 3/4 1 1
3/4 1/2 1/2 3/4 1/2
3/4 1/4 1/4 1/2 1/4
3/4 0 1/4 1/4 0
1/2 1 1 1 1
1/2 | 3/4 3/4 1 1
1/2 1/2 1/2 1 1
1/2 1/4 1/2 3/4 1/4
1/2 0 1/2 1/2 0
1/4 1 1 1 1
1/4 | 3/4 3/4 1 1
1/4 1/2 3/4 1 1
1/4 1/4 3/4 1 1
1/4 0 3/4 1 1
0 Q 1 1 1

Exercice 3.14

Comme on le voit, le résultat peut étre fort différent pour ces trois implications.
Cependant on peut constater que l'implication de Lukasiewicz est toujours supérieure
aux deux autres, montrer en étudiant les formules que cela est toujours vrai.
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CONTRAPOSITION

On vérifie facilement que pour les fonctions booléennes qui définissent
I'implication au sens de Kleene ou de Lukasiewiecz, I'égalité :

(p - q) = (~q — —p) est alors assurée.

Par contre la définition de Gddel n'assure plus la contraposition car :

(-q - —p) =sip<qgalors 1 sinon 1 -p
(p- g)=sipsqalors 1sinonl-q

RAISONNEMENT POSSIBILISTE

Si on se tient seulement a la théorie des possibilités et si P est connu avec un
intervalle [x, y] et une regle B, Q avec un degré de suffisance [s, ...], par modus

ponens nc(Qx min(x, s), par modus tollens nc(-=Q) = 1 - ps(Q) donc ps(Aax(1 -
s, ps(Q)) et c'est tout ce qui peut étre dit.

Si un degré de nécessité [n,...] est donné pour la régle invers® @'est a dire

=P - =Q, alors nc(=Q) = 1 - ps(@ min(nc(=P), n) soit ps(Q@ S(y, 1-n)

L'approche Bayésienne, préferée par certains systemes, consiste a attribuer des
coefficients [s, S] et [r, R] pour les regles respectives B et -P- Q alors par

Bayes : nc(Q) = S(T(s, y), T(r, 1 - ¥)ps(Q) = S(T(S, y), T(R, 1 - x))

En posant sous forme de possibilité conditionnelle ps(p et q) = min(ps(p), ps(q / p)) et
nc(g/ p) =1 - ps(=q / p) on obtient une écriture matricielle (mais avec les opérations
min-max) :

{ pS(Q)}: ps(Q|P) ps(Q] - P))[ ps(P)}
ps(- Q) ps(=Q|P) ps(= Q|- PF) ps(-P)

C'est la relation de Bayes transposée aux coefficients de possibilités pour Q et pour
-Q qui s'écrit matriciellement [Farreny, Prade, Wyss 86].

LE PROBLEME DE LA RESOLUTIONP - Q) =R

Aucune définition de p- g ne donne de réponse simple a la solution g de I'équation

(p - q) =, seule la formule de Goguen peut donner une borne inférieure q = p*r
d'un calcul pratique, c'est ce qui a été utilisé dans certains systemes-experts
(coefficients de vraisemblance).

Une autre borne inférieure utilisée est g = min (p, r), et c'est avec la définition de
Gddel que cette formule s'accorde le mieux.

LE POINT DE VUE APPORTE PAR LA THEORIE DES RELATIONS FLOUES

Dans [Kaufmann 77] le calcul propositionnel est également introduit a partir de :
p=1-p pllg = min(p, q) plq = max(p, q)

La recherche des «implications» a conduit a étudier les relations floues entre deux

ensembles X, Y : si les propositions sont des sous-ensembles flous, donner une

définition de A - B ou A, B sont sous-ensembles flous respectivement de X, Y;

équivaut a se donner une relation, dite de causalité, R permettant de trouver B

connaissant A, c'est-a-dire : R(A) = B (voir aussi [Turksen 89])
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C'est alors la définition de Gddel qui joue le plus grand role, en effet si on definit
I'opérateur de Sanchez-Godel par : ~xy) = [si x<y alors 1 sinon y]
la composition de deux relations floues S entre X, Y puis R entre Y, Z par :

HRes (X, 2) = max{ minfig(x, y) , UR(Y, 2) ) / yO Y}
et enfin lo-composition par Hs_ R (X, 2) =min {ug(x, y) - UR(Y, 2) / yO Y}
on démontre les théoréemes suivants :
1° Si Q et T sont deux relations floues entre X et respectivement Y et Z, et s'il existe
une solution R a I'équatioreR = T alors il existe une solution maximale de Y dans Z
qui est Ql - T
2° Si A, B sous-ensembles flous respectivement de X,Y et s'il existe une relation
floue R telle que R(A) = B alors il existe une telle relation maximale qui est &)
oupa -gXYy) = MaX) - HB(Y))
3° Si R et T sont deux relations floues entre respectivement Y et X , et Z , et s'il existe
une solution Q a I'équatioreR = T alors il existe une solution maximale de X dans
Y qui est (R T'l)‘1
C'est le deuxieme résultat qui nous intéresse. Ainsi par exemple : si{X = f} et
Y ={y1.¥2.Y3} que la «cause» soit le sous-ensemble flou :
A={x1]0.8,%|1,x]0,x[0.3,x%]05}, etB={y[0.9,y|0.2,3]0.7} leffet,
alors R = (A- B) est donné par le tableau :

a yl y2 y3
x1 1 0.2 0.7
x2 0.9 0.2 0.7
x3 1 1 1
x4 1 0.2 1
x5 1 0.2 1

On vérifie d'ailleurs que la matrice-ligne A multipliée (min-max) par la matrice ci-
dessus, donne la matrice-ligne B.

UNE GENERALISATION DEL'EQUIVALENCE

En attachant a chaque regleIPQ (éventuellement A(x)ZJ B(y)) un couple (s, n)
représentant cette fois les plausibilités de la regle et de la regle inverse on cherche la
plausibilité pour un couple de valeurs précises (x, y) d'avoir B(y) conditionné par
A(Xx), en d'autres termes pour une régle de la forme : si «X est A>(5§,lng est

B».

On peut proposer [Gacdgne 9({] :ps(Q) }:{ 1 1n H ps(P) }
ps(-Q) 1s 1 ps(=P)
Ce qui conduit a :

ps(Q) = max(ps(P), 1 - max(n, nc(P))) et nc(Q) = min(nc(P), max(s, 1 - ps(P))).

Les différents systéemes existants utilisent des généralisations de I'implication de
Kleene ou de Gdédel en distinguant les regles suivant des conditions certaines, ou
floues et une conclusion incertaine floue ou non floue [Buisson Farreny Prade 86]. Si
on choisit comme dans [Martin-Clouaire, Prade 86], une définition qui tente une
généralisation comme la plus simple fonctiodonnant les quatre valeurs du tableau

suivant dans lequel on compare avec I'implication B classique.
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p a p-q P-g P-9g | Pesnd
1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 1-s
0 1 1 0 0 1-n
0 0 1 1 1 1

On voit donc seulement avec ces quatre cas de la logique binaire classique, que plus s
est grand et n petit, plus on se rapproche de l'implication et plus s et n sont grands,
plus on se rapproche de I'équivalence.

Précisément, sis =1 et n = 0 on a l'implication, sis =0 et n = 1, on a I'implication
inverse, et pour s = n =1, on retrouve I'équivalence. Il s'agit donc d'une généralisation
de I'équivalence pouvant trouver son utilité dans la mesure ou le raisonnement dit de
«sens commun» s'intéresse toujours lors d'une relation de cause a effet, a la relation
inverse.

L'APPROCHE DES VOISINAGE$A KDAG 92]

Dans une logique multivaluée finie, on prend généralement 7 valeurs linguistiques :
L, = {faux, peuvrai, assezvrai, moyen, plutdtvrai, trésvrai, vrai}.

Ln = {to, ..., h-1} est muni d'un ordre total & § si i <j, du min et max et de la
négation -t = tn-1-j.

L'implication choisie est celle de Luckasiewicz £ ) = tn-1-max(o, i - jjj= SI i< ]

alors .1 SiNON 1.y

Grace a une définition de voisinage xW= (X - y)=iet(y - x) =i, le -
voisinage dejtest alors {f / max(0, k-n+1+& j < n-1+i-k}

3.4. Le modus ponens généralisé

Le modus ponens généralisé consiste en la donnée d'une régle (X-e<tyAgst

B) ou A et B sont des relations floues unaires, et d'un fait X est A', on en déduit Y
est B', naturellement suivant certaines modalités ou A' étant «proche» de A, alors B'

est construit comme «voisin» de B.
Pour une t-norme T et un opérateraimplication défini par :

X, y) = @A) ~ uB(Y))

la deéfinition donnée par [Zadeh 73] en jegi(y) = supy 7 y (T (Ha'(X), THX,Y)).

HB'(Y) = suPy 0 supp(ar) (T (HA' (X), LAKX) — UB(Y))

On peut voir I'analogie avec la formule probabiliste p(B)ptAj).p(B/Aj), mais
aussi une définition résultant du principe d'extension de Zadeh.
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4 5 6 9 10
Figure 3.9 Exemple pour la t-norme Hamacher et I'implication de Luckasiewicz

Exercice 3.15
Pour A' = A puis A' coupant A triangulaire et B triangulaire, représenter Bedec
Mamdani, Lukasiewicz, Kleene et Godel.

Exercice 3.16

Comparaison des implications lors d'inférence floue (X est AY est B)

Montrer que sua' < pa alors on gug' = ug avec Kleene, Godel, Lukasiewiecz,
Reichenbach, Willmott, Mamdani, tandis que I'qngd < pg pour Rescher.

Si maintenant on qa' = pa alorspg' = pg pour Kleene, Gdodel, Goguen,
Lukasiewicz, Reichenbach, Willmot, alors qug' = ug pour Mamdani.

Exercice 3.17

Au cas d'une observation précise, c'est a dire qu'il exgstebquepa'(xg) = 1 et
HA'(X) = O pour tout autre x, montrer alors qu'il y a incertitude avec Kleene,
Lukasiewicz, Reichenbach, Willmott, mais pas avec Mamdani, et pas avec Godel,
Goguen et Rescher dans le cagiplixg # 0 pour ces trois derniers.

Exercice 3.18
Montrer qu'en général, gi= ps (A’ est A) alors, en dehors du support de B, B' vaut 1
- 1 pour Kleene et Reichenbach.
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Exercice 3.19

Cas d'une conclusion précise : B est définiyfgp) = 1 et si y# yg alorsp(y) = 0, en
ce casm(x, yg) = MA(X) pour Mamdani, eftx, yg) = 1 sauf pour Willmott et
Mamdani.

Une étude systématique a été réalisée dans [Després 88].

ALGORITHME APPROCHE DE CALCUL DU MODUS PONENS GENERALISBANS LE CAS DES
A-TRAPEZES

Etant donnés lek-trapézes A = (8, ba, aa, BA, M), B = (a8, b, aB, BB, AB),
intervenant dans la régle A B, et la valeur floue A" = @&, ba', aa, BA', AAY)
approchant A, 'algorithme renvoye Aftrapeze B' = (g, bg', ag', BB, AB)-

On calcule les niveauk = sup {ua' / pa = 0}, C = inf {pa / par = 1} Un autre
indicateur a été utilisé, c'egt= inf{pa / pa' = ps (X est A)} sorte de degré de
proximité.

Dans le cas ou on prend la conjonction min et I'implication de Gddel, on examine
dans l'ordre les cas :

Conditions :
Si A'= A alors B' = (g, bg, ap, BB, maxip, AA'))
SiAn A'=0 alors B' = (@, bg, ap, BB, 1)
Si supp(A")=supp(A),
B'= (a8 - (1-Q)aB, b + (1{)BB, {aB, {PB, MaxdB, AA'))
Si noy(A") = noy(A) alors B' = (g, bg, ap, Bg, max§, Ap'))
Sinon B' = (® - (1 -Q)ap, b + (1 -{)BB, aB, BB, Maxg, Aa))

REGLES GRADUELLES

Aucune formalisation efficace et convaincante de regles telles que «plus X est A,
alors plus Y est B», n'a encore été réalisée. On peut les représenter par plusieurs
regles utilisant une hiérarchie petit, moyen, grand etc pour X ainsi que pour Y, mais
on voudrait bien sdr éviter les problémes de seuil pour passer d'une régle a l'autre. D.
Dubois distingue par ailleurs : «plus X est A, plus il est certain que Y est B» avec par
exemple «plus on se léve tard, plus on est certain de rater son train» qui est le plus
souvent utilisé avec l'implication de Kleene IK(p, q) = max(1 - p, q), le modus-ponens
généralisé donnant une distribution de possibilité. En ce cas, si I'agrégation se fait
avec le min, il suffit que l'une des regles donne 0 pour interdire les autres.

Par ailleurs «plus X est A, plus il est possible que Y soit B» avec par exemple : «plus
2 voitures sont semblables, plus il est possible que leurs prix soient identiques», ou on
utilisera plutét I'implication de Gédel IG(p, q) = si (p < q) alors 1 sinon q.

Exercice 3.20

On rappelle que I'image d'un ensemble flou A par une relation R est un ensemble flou
B définit par :

pB(Y) = sup {min (A (x), MR(X, ¥)}. Vérifier que pour lesx-coupes, B = Rq(Aq)

et que cela correspond & un ensemble de reglesisixalors yO By».

En prenant l'implication de Gédel (p q) = (si p< q alors 1 sinon q), montrer
gu'alors R=[A - R(A)].
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INTERPOLATION ENTRE LES REGLES

Pour une collection de n régles «si X est Alors Y est B», deux points de vue

peuvent étre défendus.
a) Le point de vue logique qui consiste a prendre la conjonction des régles :

x Ry =T(1<i<n)(Maj() — Hgj(y)) ou T est une t-norme et une définition
d'implication. Les régles produisent des degrés de certitudes,

uB'(Y) = minq < j < n(Max (1 -pAj(x), UBj(y)) et pour tout i on doit avoir B: Bj, et

pour une collection de regles certaines, la relation Rf entre x et y est telle que pour
toutionait Ao Ry = B; d'ou vient R=n (-Aj O Bj) encadrement noir de la figure.

B3 :
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Figure 3.10Conjonction ou disjonction de regles se chevauchant.

b) Le point de vue de la méthode de Mamdani (c'est le contrble flou du chapitre
suivant) :
XRy =S (1pj(x) T pugj(y)) ot S est une t-conorme et T = min, consiste a prendre la
disjonction des régles, donc l'union des conclusions ce qui peut parfaitement se
justifier dans la mesure ou il considére que chaque régle peut apporter une réponse
partielle et que c'est leur totalité qui doit apporter une réponse consensuelle. Alors les
régles produisent des degrés de possibilifggy) = maxy << n)’(min 1A (),
UBi(y)) et pour tout i on doit avoir B= B. Ce que fait Mamdani est de prendre la
relation R =0 (Aj * Bj) (produit cartésien) correspondant au pourtour pointillé.
Pour des entrées précises x :

Hpf (¥) =supyx O A (MiN(a(X), Mimgi<n TG (X, Y))

HBg(Y) = supx g A (Min(UA(X), Max<i<y Min (A (X), UBi(Y))
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APPLICATION AUX SYSTEMESEXPERTS FLOUS

Dans les systémes experts flous, si on trouve deux assigngptiens pour une
conclusion, et leur compatibilité h = sup mupg'), si elle n'est pas nulle, permet de
prendre par exemplgiag = min {4, W) / h comme agrégation possible de la
conclusion.

En fait, aucun probléme concret lié aux systémes-experts, comme on l'a déja
souligné, n'est résolu de fagon universelle. Comment I'utilisateur doit-il donner ses
appréciations (une échelle linguistique de 5 ou 7 valeurs est largement suffisante),
mais ensuite comment doit se réaliser la conjonction des hypothéses (quelle t-norme
choisir ?), comment opérer l'inférence ?, comment doit-on gérer les contradictions
et réaliser I'agrégation des différentes conclusions ?



