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Fonctionnement du cours

Régles de vie :
» pas d’ordinateur portable dans 'amphithéatre ou en TD,
» ne pas hésiter a poser des questions (en cours, en TD,. . .),
» arriver a I'’heure,
» pas de reprise du cours en TD.

Regles d’examens :
» Premiére session : Examen écrit
» Deuxieme session : Examen écrit



Plan rapide du cours

Trois grandes parties :

I- Ensembles inductifs, ordre bien fondé, preuves par induction;;

[I- La logique propositionnelle :
syntaxe, sémantique, validité, prouvabilité ;

[ll- La logique du premier ordre :
syntaxe, sémantique, validité, prouvabilité.
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Pourquoi faire de la logique ?

Pour vous occuper/embéter pendant 22h30
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Pour vous occuper/embéter pendant 22h30

Parce que c’est vraiment utile :

» Nombreuses applications critiques (sécurité, slreté,...).

» Enormément d’argent en jeu (milliards d’euros).
» Pas d’ambiguité
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Pourquoi faire de la logique ?

Pour vous occuper/embéter pendant 22h30

Parce que c’est vraiment utile :

» Nombreuses applications critiques (sécurité, slreté,...).
» Enormément d’argent en jeu (milliards d’euros).
» Pas d’ambiguité

Etque....
Ordinateur = logique (cf. cours d’architecture)
Programme : nécessité de prouver des propriétés = logique

v

v

\4

Base de données : vérification de propriétés = logique,
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I- Ensembles inductifs et
preuves par induction



Induction ?

» Définition formelle d’ensembles, de fonctions, de propriétés

» Démonstration de propriétés

6/18



Induction ?

» Définition formelle d’ensembles, de fonctions, de propriétés :
entiers, addition, parité : tous définis de manieres inductives

» Démonstration de propriétés :
“Tout entier est soit pair soit impair” : démonstration par induction

» Déja utilisé pour les entiers (récurrence)
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Ensembles inductifs (1)

Définition 1 (Ensembles définis inductivement)
Soit B un ensemble de base et K un ensemble d’opérations.
L'ensemble inductif < B, KC > est le plus petit ensemble E tel que :
(B)y BCE

() Sife K estdarité nsetsixq,...,xn, € E alors f(xy,...,%n,) € E
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Ensembles inductifs (1)

Définition 1 (Ensembles définis inductivement)

Soit B un ensemble de base et K un ensemble d’opérations.
L'ensemble inductif < B, KC > est le plus petit ensemble E tel que :

(B) BCE
() Sife K estdarité nsetsixq,...,xn, € E alors f(xy,...,%n,) € E
LesentiersN=< B, £ >? Oui : B = {0} et £ = {succ}

Les listes d’entiers intlist =< B, K >? Oui : B = {nil} et K = {cons}



Ensembles inductifs (2)

Ensembles inductifs sous forme de regles d'inférences

prémisses
conclusion
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Ensembles inductifs sous forme de regles d'inférences

prémisses
conclusion

Une régle pour :
» chaque x de B : X

» chaque opération f de K d’arité n :
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Ensembles inductifs (2)

Ensembles inductifs sous forme de regles d'inférences

prémisses
conclusion

Une regle pour :
» chaque x de B : X

» chaque opération f de K d’arité n :

o n
Exemple : § succ(n)

0
Inférence : 0 succ(0)
succ(0) succ(succ(0))




Ensemble inductifs (3)

Théoreme 1
Soient E unensemble et X =< B, K >C E,ona:

X=()Y awecF={YCE|BCYetY stable parK}
YeF

Démonstration par double inclusion.
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Théoreme 1
Soient E unensemble et X =< B, K >C E,ona:

X=()Y awecF={YCE|BCYetY stable parK}
YeF
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Ensemble inductifs (3)

Théoreme 1
Soient E unensemble et X =< B, K >C E,ona:

X=()Y awecF={YCE|BCYetY stable parK}
YeF

Démonstration par double inclusion.

X CNyer Y - Par deéfinition X est le plus petit ensemble tel que B C E
et stable par K. Tout élément de F contient X, et donc [y~ Y contient
X.



Principe d’induction structurelle

Théoreme 2 (Induction structurelle)

Soit X =< B, K > un ensemble inductif.
Soit P une propriété sur les éléments de X telle que :

» P(x) est verifiee sur tous les éléments x de B

» Pour tous x1, ..., Xxp de X tels que P(x1),...,P(xn) est vérifiee et
fout f € KC, on peut montrer que P(f(x1,...,Xn)) est vérifiée

La propriété P est vérifiée pour tous les eélements de X.
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Théoreme 2 (Induction structurelle)

Soit X =< B, K > un ensemble inductif.
Soit P une propriété sur les éléments de X telle que :

» P(x) est verifiee sur tous les éléments x de B

» Pour tous x1, ..., Xxp de X tels que P(x1),...,P(xn) est vérifiee et
fout f € KC, on peut montrer que P(f(x1,...,Xn)) est vérifiée

La propriété P est vérifiée pour tous les eélements de X.

On pose U = {x € X | P(x) est vérifiée} et on montre que X = U.
X C U : Par hypothése B C U et U stable par K et donc X C U.
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Principe d’induction structurelle

Théoreme 2 (Induction structurelle)

Soit X =< B, K > un ensemble inductif.
Soit P une propriété sur les éléments de X telle que :

» P(x) est verifiee sur tous les éléments x de B

» Pour tous x1, ..., Xxp de X tels que P(x1),...,P(xn) est vérifiee et
fout f € KC, on peut montrer que P(f(x1,...,Xn)) est vérifiée

La propriété P est vérifiée pour tous les eélements de X.

On pose U = {x € X | P(x) est vérifiée} et on montre que X = U.

U C X : Trivial.
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Principe d’induction structurelle

Théoreme 2 (Induction structurelle)

Soit X =< B, K > un ensemble inductif.
Soit P une propriété sur les éléments de X telle que :

» P(x) est verifiee sur tous les éléments x de B

» Pour tous x1, ..., Xxp de X tels que P(x1),...,P(xn) est vérifiee et
fout f € KC, on peut montrer que P(f(x1,...,Xn)) est vérifiée

La propriété P est vérifiée pour tous les eélements de X.

Rq. : généralisation du principe de récurrence sur les entiers
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Ensemble inductif (4)

Théoreme 3
Soit X =< B, K > et soit la suite Xo = B, Xi.1 = XiUK(Xj),ona:

X=JX

ieN

Démonstration par double inclusion.
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Ensemble inductif (4)

Théoréme 3

Soit X =< B, K > et soit la suite Xo = B, Xi.1 = XiUK(Xj),ona:

X=JX

ieN

Démonstration par double inclusion.
Uijen Xi € X : par recurrence X; C X.
» Xo=BCX
» Si X; C X alors K£(X;) C X etdonc X; 1 C X.
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Ensemble inductif (4)
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Ensemble inductif (4)

Théoreme 3
Soit X =< B, K > et soit la suite Xo = B, Xi.1 = XiUK(Xj),ona:

X=JX

ieN

Démonstration par double inclusion.
X C Ujen Xi - par induction structurelle sur X.
> B=Xo CUjenXi
> Sixq,...,Xn € Ujen Xis il existe ip t.q. Xq,...,Xn € Xj, et donc si
fek, f(x1,...,xn) € Xiyt1 € Ujen Xi
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Définitions inductives de fonctions

Définition 2
Si X =< B, K >, on peut définir une fonction ¢ sur X inductivement
comme suit :
» Pour chaque élément x € B, on donne une valeur ¢(x)
» Pour chaque fonction f € IC, pour tout x4, . .., X, dans X et
Vi(= o(x1)),...,Va(= &(xy)) alors on définit (f(x1,...,Xn)) en
fonction de vy, . .., vy.
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» sin e N, double(succ(n)) = succ(succ(double(n)))

12/18



Définitions inductives de fonctions

Définition 2
Si X =< B, K >, on peut définir une fonction ¢ sur X inductivement
comme suit :

» Pour chaque élément x € B, on donne une valeur ¢(x)

» Pour chaque fonction f € IC, pour tout x4, . .., X, dans X et
Vi(= o(x1)),...,Va(= &(xy)) alors on définit (f(x1,...,Xn)) en
fonctionde vy, ..., vy.

Exemple : Sur les entiers, on définit double inductivement par :
» double(0) =0
» sin e N, double(succ(n)) = succ(succ(double(n)))
Propriété 1
Si'n est la représentation d’'un entier n alors pour tout n on a
double(n) = (2 * n)
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Définitions inductives de fonctions

Définition 2
Si X =< B, K >, on peut définir une fonction ¢ sur X inductivement
comme suit :

» Pour chaque élément x € B, on donne une valeur ¢(x)

» Pour chaque fonction f € IC, pour tout x4, . .., X, dans X et
Vi(= o(x1)),...,Va(= &(xy)) alors on définit (f(x1,...,Xn)) en
fonctionde vy, ..., vy.

Exemple : Sur les entiers, on définit double inductivement par :
» double(0) =0
» sin e N, double(succ(n)) = succ(succ(double(n)))
Propriété 1
Si'n est la représentation d’'un entier n alors pour tout n on a
double(n) = (2 * n)
Par induction structurelle sur n 12/18




Définitions inductives de fonctions

Définition 2
Si X =< B, K >, on peut définir une fonction ¢ sur X inductivement
comme suit :

» Pour chaque élément x € B, on donne une valeur ¢(x)

» Pour chaque fonction f € IC, pour tout x4, . .., X, dans X et
Vi(= o(x1)),...,Va(= &(xy)) alors on définit (f(x1,...,Xn)) en
fonctionde vy, ..., vy.

Exemple : Sur les entiers, on définit plus inductivement par :
» pour tout m € N, plus(0, m) = m
» sin e N, pour tout m, plus(succ(n), m) = succ(plus(n, m))
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Ordres

Définition 3
Soit E un ensemble. Un ordre strict sur E est une relation binaire < sur
E telle que :

» pourtoutx,y,zc€ E,six<yety<zalorsx <z
» pour tout X, X £ X
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Définition 3
Soit E un ensemble. Un ordre strict sur E est une relation binaire < sur
E telle que :

» pourtoutx,y,zc€ E,six<yety<zalorsx <z
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E = N et < ordre strict usuel : ok
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Ordres bien fondé

Définition 4
Soit E un ensemble. Un ordre strict < sur E est dit bien fondé lorsqu'il
n’existe pas de suite (x;);c telle que, pour tout i, Xj 1 < X;.
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Ordres bien fondé

Définition 4
Soit E un ensemble. Un ordre strict < sur E est dit bien fondé lorsqu'il
n’existe pas de suite (x;);c telle que, pour tout i, Xj 1 < X;.

E = N et < ordre strict usuel : ok
E = Z et < ordre strict usuel : ko
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Ordres bien fondé

Définition 4
Soit E un ensemble. Un ordre strict < sur E est dit bien fondé lorsqu'il
n’existe pas de suite (x;);c telle que, pour tout i, Xj 1 < X;.
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Induction bien fondée

Théoreme 4 (Induction bien fondée)
Soient E un ensemble, < un ordre bien fondé sur E, et P une propriété
sur les élements de E. Si pour tout x € E, on peut montrer :

Hx = “si P(y) est vraie pour tous les élément y tels que y < x,
alors P(x) est vraie”

alors P est vraie sur tous les éléments de E.
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Induction bien fondée

Théoreme 4 (Induction bien fondée)
Soient E un ensemble, < un ordre bien fondé sur E, et P une propriété
sur les élements de E. Si pour tout x € E, on peut montrer :
Hyx = “si P(y) est vraie pour tous les élément y tels que y < x,
alors P(x) est vraie”
alors P est vraie sur tous les éléments de E.

Démonstration par contradiction :

Supposons gu’il existe un xg tel que P(xp) ne soit pas vraie. Alors on en
déduit d’aprés Hy, qu'il existe un x; tel que x; < xp et P(xq) soit fausse.
On peut donc trouver un x; tel que x> < x7 et P(x») soit fausse ...

On a donc une suite infinie strictement décroissante en contradiction
avec I'hypothese que < est bien fondé.
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lI- Algebre de Boole.
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Algebre de Boole : Utilité

Un ensemble simple et utile :
» Deux éléments seulement
» Quelques opérations de bases bien comprises
» Donne un sens a la logique par la suite
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Définitions

On considere 'ensemble B = {1,0} muni des opérations suivantes :

AlalblaAb Vi]a|blaVvhb
11 1 111 1
110 0 110 1
011 0 0|1 1
0|0 0 0|0 0
= |a|bla=b
111 1
110 0
0|1 1
0|0 1
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